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Εισαγωγή 
 
 

Η σηµαντικότερη αιτία παραµόρφωσης του σήµατος σε ένα σύστηµα επικοινωνίας είναι το κανάλι 

µέσω του οποίου διέρχεται το σήµα από τον ποµπό στον δέκτη. Για να είναι δυνατή η σωστή ανίχνευση 

των δεδοµένων είναι αναγκαία η εξίσωση καναλιού του εισερχόµενου στον δέκτη σήµατος, που 

προϋποθέτει γνώση του καναλιού. Λόγω του θορύβου και της δυναµικής του καναλιού σε ένα πρακτικό 

σύστηµα επικοινωνίας η τέλεια γνώση του είναι αδύνατη. Για αυτό το λόγο γίνεται χρήση µεθόδων 

εκτίµησης του καναλιού, βάση των οποίων γίνεται η εξίσωση του.  

Τα τελευταία χρόνια έχει γίνει µεγάλη έρευνα στην ανάπτυξη των συστηµάτων πολυπλεξίας µε 

ορθογώνια διαίρεση συχνότητας (OFDM). Το OFDM είναι σύστηµα πολλών ορθογώνιων υπο-φέρουσων 

η ορθογωνιότητα των οποίων βασίζεται στην εφαρµογή του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier (DFT). 

Σε σχέση µε τα κλασικά συστήµατα µιας φέρουσας συχνότητας έχει πολλά πλεονεκτήµατα όπως είναι ο 

µεγαλύτερος ρυθµός εκποµπής δεδοµένων, η πλήρης εξάλειψη της αλληλοπαρεµβολής (ISI) και η απλή 

εξίσωση καναλιού. Επιπλέον η χρήση του γρήγορου µετασχηµατισµού Fourier (FFT) στις διαδικασίες 

διαµόρφωσης/αποδιαµόρφωσης του OFDM σήµατος µειώνει την πολυπλοκότητα της υλοποίησής του.  

Στο κείµενο αυτό εξετάζονται µέθοδοι εκτίµησης καναλιού σε συστήµατα OFDM µε χρήση 

πιλοτικών συµβόλων. Τα πιλοτικά σύµβολα είναι γνωστά στο δέκτη σύµβολα τα οποία εκπέµπονται 

περιοδικά σε προκαθορισµένες χρονικές στιγµές και επιτρέπουν την εκτίµηση του καναλιού µε βάση την 

πληροφορία που µεταφέρουν. Η χρήση πιλοτικών συµβόλων για την εκτίµηση καναλιού έχει µελετηθεί 

εκτενώς στην βιβλιογραφία και εφαρµόζεται στην πράξη έναντι άλλων µεθόδων, λόγω των ακριβέστερων 

εκτιµήσεων και την απλότητα της υλοποίησης, µε κόστος την σπατάλη ενέργειας και διαθέσιµου εύρους 

ζώνης. 

Συνοπτικά, τα κεφάλαια του κειµένου είναι οργανωµένα ως εξής. Στο κεφάλαιο 1 γίνεται µία 

σύντοµη περιγραφή της λειτουργίας και των χαρακτηριστικών ενός συστήµατος OFDM. Στο κεφάλαιο 2 

γίνεται η περιγραφή των καναλιών που θα θεωρηθούν στην ανάλυση των διαφόρων µεθόδων εκτίµησης 

καναλιού. Επιπλέον  εξετάζονται θέµατα όπως η διακριτή αναπαράστασή του καναλιού και η λειτουργία 

του OFDM συστήµατος σε συνθήκες όπου το κανάλι µεταβάλλεται πολύ γρήγορα. Στο κεφάλαιο 3 

παρουσιάζεται το πρόβληµα της εκτίµησης καναλιού στα πλαίσια ενός συστήµατος OFDM και 

εξετάζεται η απλούστερη µέθοδος εκτίµησης καναλιού, η εκτίµηση ελαχίστων τετραγώνων. Στα 

κεφάλαια 4 και 5 γίνεται η παρουσίαση και ανάλυση των πιο πολύπλοκων αλγορίθµων εκτίµησης 

καναλιού οι οποίοι βασίζονται στην επεξεργασία σήµατος στην µία ή στις δύο διαστάσεις αντίστοιχα. 

Επίσης εξετάζεται το θέµα της κατανοµής των πιλοτικών συµβόλων. Στο κεφάλαιο 6 γίνεται αξιολόγηση 

των µεθόδων σε διάφορες συνθήκες λειτουργίας µε βάση προσοµοιώσεις και τα τελικά  συµπεράσµατα 

παρουσιάζονται στο κεφάλαιο 7. 
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MAP (εκτίµηση) µέγιστης αποστεριόρι πιθανότητας 

ML (εκτίµηση) µέγιστης πιθανοφάνειας 

MMSE ελάχιστο µέσο τετραγωνικό σφάλµα  

MSE µέσο τετραγωνικό σφάλµα 

OFDM πολυπλεξία µε ορθογώνια διαίρεση συχνότητας 

PSAM διαµόρφωση µε εκποµπή πιλοτικών συµβόλων 

S/P – P/S µετατροπή της σειριακής (παράλληλης) διάταξης τιµών  

  µιας ακολουθίας σε παράλληλη (σειριακή) 

SER ποσοστό λανθασµένης ανίχνευσης συµβόλου 

SNR λόγος σήµατος προς θόρυβο 

SVD singular value decomposition (µετασχηµατισµός πινάκων) 
 
 



1. Πολυπλεξία µε Ορθογώνια ∆ιαίρεση 
Συχνότητας (OFDM) 

 
 
 
 

1.1   Εισαγωγή στο OFDM : Γενικές αρχές 
 

H πολυπλεξία µε ορθογώνια διαίρεση συχνότητας (orthogonal frequency division multiplexing – 

OFDM) µπορεί να θεωρηθεί επέκταση του κλασικού συστήµατος πολυπλεξίας µε διαίρεση συχνότητας 

(frequency division multiplexing – FDM). Με την τεχνική FDM είναι δυνατή η ταυτόχρονη µετάδοση 

περισσότερων του ενός σηµάτων, µε επιλογή διαφορετικής φέρουσας συχνότητας για κάθε ένα από αυτά. 

Εφόσον οι υπο-φέρουσες συχνότητες (sub-carriers) επιλεχθούν έτσι ώστε να µην υπάρχει επικάλυψη των 

φασµάτων, είναι δυνατός ο διαχωρισµός των σηµάτων από τον δέκτη. Ένα τυπικό σύστηµα FDM 

βασικής ζώνης φαίνεται στο σχήµα 1-1. 
 

 
Σχήµα 1-1  Σύστηµα FDM βασικής ζώνης 

 
Θεωρείται ότι η περίοδος δειγµατοληψίας του συστήµατος είναι sT . Τα σύµβολα , 0 1kX k N≤ ≤ −  

που παράγονται µε ρυθµό 1 sT , διατάσσονται παράλληλα και πολλαπλασιάζονται µε τις κυµατοµορφές 

( ) , 0k st t T NTϕ ≤ ≤ = , οπότε προκύπτουν τα σήµατα ( )kx t . Ο πολλαπλασιασµός µε τις κυµατοµορφές 

εκφράζει την διαµόρφωση από τα σύµβολα kX  των υπο-φέρουσων µε συχνότητα k cf f k f= + ∆ ,  ,cf f∆ : 

σταθερές. Η άθροιση των σηµάτων ( )kx t  δίνει το σύνθετο σήµα ( ) ( )1

0

N
kk

x t x t−

=
=∑ . Προκειµένου να µην 

υπάρχει επικάλυψη των φασµάτων, θα πρέπει το φάσµα των σηµάτων ( )kx t  να είναι πεπερασµένο και 

µικρότερο από f∆ . Συνήθως χρησιµοποιούνται κατάλληλα φίλτρα ώστε να εξασφαλιστεί το 

πεπερασµένο των φασµάτων ( ){ } ( ) j t
k kx t x t e dt

+∞ − Ω

−∞
= ∫F , ενώ για να είναι πιο εύκολος ο διαχωρισµός 

τους από τον δέκτη χρησιµοποιείται µεταξύ διαδοχικών υπο-φέρουσων συχνοτήτων µία ζώνη 

διαχωρισµού (guard band) στην οποία δεν επιτρέπεται να υπάρχει πληροφορία. Το φάσµα ( ){ }x tF  ενός 

τυπικού FDM σήµατος ( )x t  έχει την µορφή του σχήµατος 1-2.  
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∆f 

f
0
 f

0
+∆f f

0
+(N-1)∆f f 

 
Σχήµα 1-2  Τυπική µορφή φάσµατος ενός FDM σήµατος 

 

Θεωρώντας ιδανικό κανάλι, δηλαδή ( ) ( )0h t δ= , όπου ( ) {1,
0,

m nm n m nδ =− = ≠ , το εισερχόµενο στον 

δέκτη σήµα θα είναι ίσο µε ( ) ( ) ( )y t x t w t= + , όπου ( )w t  ο θόρυβος του συστήµατος. Μετά την 

αποδιαµόρφωση του σύνθετου σήµατος, ο διαχωρισµός των σηµάτων γίνεται µε κατάλληλης κεντρικής 

συχνότητας ζωνοπερατά φίλτρα (δεν φαίνονται στο σχήµα) που επιτρέπουν την διέλευση ενός 

συγκεκριµένου σήµατος ( )kx t . Στην συνέχεια το σήµα επαναφέρεται στην βασική ζώνη και τελικά 

διέρχεται από τον δέκτη προσαρµοσµένου φίλτρου (matched filter receiver) µε κρουστική απόκριση 

( ) ( )k kt T tψ ϕ∗= −  [1], όπου ο συµβολισµός ( ). ∗  εκφράζει µιγαδικό συζυγές. Η έξοδος του φίλτρου 

δειγµατοληπτείται ανά περίοδο sT NT=  και στην συνέχεια οδηγείται στον ανιχνευτή µέγιστης 

πιθανοφάνειας (maximum likelihood detector), η έξοδος του οποίου θα δώσει και την τελική απόφαση 

για το ληφθέν σύµβολο.  

Οι βασικές αρχές ενός συστήµατος OFDM είναι παρόµοιες µε αυτές του FDM. Η κύρια διαφορά 

τους είναι ότι στο OFDM τα φάσµατα των επιµέρους σηµάτων είναι ορθογώνια µεταξύ τους µε τέτοιο 

τρόπο ώστε να επιτρέπεται η επικάλυψη ανάµεσά τους και ταυτόχρονα να είναι δυνατός ο διαχωρισµός 

τους από τον δέκτη. Έτσι είναι δυνατή η καλύτερη αξιοποίηση του διαθέσιµου εύρους ζώνης, αφού στο 

ίδιο εύρος µπορούν να µεταδοθούν περισσότερα σήµατα.  

Προκειµένου το φάσµα των σηµάτων να είναι ορθογώνιο µεταξύ τους θα πρέπει να επιλεγούν 

κατάλληλες κυµατοµορφές ( )k tϕ . Είναι γνωστό ότι οι συναρτήσεις ( ) ( )2expnf x j nx Tπ=  αποτελούν 

ορθογώνια βάση στο διάστηµα [ ]0,T  εφόσον ισχύει : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0

T T j n m x
T

n mf x f x dx e dx T n m
π

δ
−∗ = = −∫ ∫  (1.1) 

 
Με βάση αυτή την παρατήρηση, οι κυµατοµορφές ( )k tϕ  του σχήµατος 1-1 επιλέγονται ίσες µε  
 

 ( )
2

  0,
j kt

T
k t e t T

π

ϕ = ≤ ≤  (1.2) 
 
όπου sT NT= . Οι κυµατοµορφές ( )k tϕ  της (1.2) εκφράζουν τετραγωνικούς παλµούς διάρκειας T  που 

µεταδίδονται σε συχνότητα ,  k c cf f k T f= + :σταθερά. Αντίστοιχα, ο δέκτης προσαρµοσµένου φίλτρου 

έχει κρουστική απόκριση ( ) ( )k kt T tψ ϕ∗= − . Το σύνθετο σήµα που προκύπτει από το άθροισµα των 

επιµέρους σηµάτων ( )kx t  (αναφέρεται και ως OFDM σύµβολο) δίνεται από την σχέση : 
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 ( ) ( ) ( )
21 1 1

0 0 0

1 1 1 , 0
N N N j kt

T
k k k k

k k k
x t x t X t X e t T

T T T

π

ϕ
− − − −

= = =

= = = ≤ ≤∑ ∑ ∑  (1.3) 

 
µε τον πολλαπλασιαστικό παράγοντα 1 T  να εµφανίζεται για ευκολία στην µαθηµατική ανάλυση. Στην 

ιδεατή περίπτωση όπου το κανάλι είναι ιδανικό και δεν υπάρχει θόρυβος, η έξοδος του k  δέκτη 

προσαρµοσµένου φίλτρου δειγµατοληπτηµένη την χρονική στιγµή T  θα είναι : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

00 0 0

1t T T N

k k k l l k
lt T

Y x t d x T t d X T d
T

τ ψ τ τ τ ψ τ ϕ τ ψ τ τ
−

==

= − = − = −∑∫ ∫ ∫  (1.4) 

 
Για την κρουστική απόκριση του δέκτη προσαρµοσµένου φίλτρου ισχύει : 
 
 ( ) ( ) ( ).k k kT t T Tψ ϕ τ ϕ τ∗ ∗− = − + =  (1.5) 
 
Εποµένως,  
 

 ( ) ( ) ( )
1 1

0 00

1 1TN N

k l l k l k
l l

Y X d X T k l X
T T

ϕ τ ϕ τ τ δ
− −

∗

= =

= = − =∑ ∑∫  (1.6) 

 
Η δειγµατοληπτηµένη έξοδος του k  προσαρµοσµένου φίλτρου προκύπτει ίση µε το σύµβολο kX , 

κάτι το οποίο οφείλεται στην ορθογωνιότητα των κυµατοµορφών ( )k tϕ . Η ορθωγονιότητα φαίνεται στο 

σχήµα 1-3 όπου παρουσιάζεται το φάσµα ενός OFDM συστήµατος µε 8N =  διαφορετικές υπο-φέρουσες 

συχνότητες θεωρώντας ότι 1kX =  για όλα τα k . Συγκεκριµένα στο σχήµα 1-3-1 φαίνεται το φάσµα µίας 

υπο-φέρουσας συχνότητας και στο 1-3-2 το σύνθετο φάσµα (φάσµα του OFDM σήµατος) που προκύπτει 

από την υπέρθεση των φασµάτων των 8 υπο-φέρουσων συχνοτήτων (διακεκοµµένη καµπύλη). Το φάσµα 

της κάθε υπο-φέρουσας συχνότητας έχει την µορφή της συνάρτησης δειγµατοληψίας (sinc function), 

εφόσον αποτελεί τον µετασχηµατισµό Fourier της ( )k tϕ  που είναι τετραγωνικός παλµός. H 

ορθογωνιότητα των φασµάτων έχει ως αποτέλεσµα στις συχνότητες kf  το φάσµα των σηµάτων 

( ) , lx t l k≠  να είναι ίσο µε µηδέν.  

 

 
  1                                                   2 

 

Σχήµα 1-3    
1. Φάσµα µιας υπο-φέρουσας 
OFDM συστήµατος,  
2. Φάσµα OFDM σήµατος 
(διακεκοµµένη γραµµή)  
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Στα πρακτικά OFDM συστήµατα ο αριθµός των υπο-φέρουσων συχνοτήτων είναι αρκετά 

µεγαλύτερος (συνήθως ισχύει 64N ≥ ). Αν στο ίδιο εύρος ζώνης του σχήµατος 1-3-2 υπήρχαν 

περισσότερες ορθογώνιες υποφέρουσες συχνότητες, το συνολικό φάσµα θα ήταν περισσότερο 

“τετραγωνισµένο” και θα έφθινε γρηγορότερα στις συχνότητες εκτός εύρους ζώνης, εφόσον το φάσµα 

της k  υπο-φέρουσας θα ήταν περισσότερο συγκεντρωµένο στην συχνότητα kf . Προκειµένου να 

µειωθούν ακόµα περισσότερο οι συχνότητες του OFDM σήµατος που βρίσκονται έξω από το εύρος 

ζώνης του συστήµατος, οι ακραίες υπο-φέρουσες συνήθως δεν µεταφέρουν πληροφορία (αδιαµόρφωτες 

υπο-φέρουσες), ενώ και το OFDM σήµα που προκύπτει διέρχεται από κατάλληλο φίλτρο εκποµπής για 

περαιτέρω βελτίωση του φάσµατός του. 

 

 

1.1.1   Εφαρµογή του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier (DFT)  
 

Το OFDM σύστηµα όπως περιγράφθηκε παραπάνω, ενώ εκµεταλλεύεται καλύτερα το διαθέσιµο 

εύρος ζώνης, παραµένει πολύπλοκο αφού είναι απαραίτητες οι γεννήτριες των κυµατοµορφών ( )k tϕ  για 

το κάθε σύµβολο kX , ενώ και στον δέκτη είναι απαραίτητη η ύπαρξη προσαρµοσµένων φίλτρων για την 

αποδιαµόρφωση του λαµβανόµενου σήµατος. Με στόχο της µείωση της πολυπλοκότητας του 

συστήµατος, πολύ σηµαντική είναι η παρατήρηση ότι η δειγµατοληψία του OFDM σύµβολου 

( ) ( ) ( )1

0
1 ,N

k kk
x t T X tϕ−

=
= ∑  0 st T NT≤ ≤ =  , µε την περίοδο sT  του συστήµατος, δίνει την διακριτή 

ακολουθία ( ){ }x n  :  
 

 ( ) ( )
2 21 1

0 0

1 1 1 , 0 1
s

s

N Nj knT j knNT N
s k k

k ks s

x n x nT X e X e n N
NT T N

π π− −

= =

≡ = = ⋅ ≤ ≤ −∑ ∑  (1.7) 

 
Το δεξιό µέλος της (1.7) αποτελεί τον αντίστροφο διακριτό µετασχηµατισµό Fourier (inverse discrete 

Fourier transform – IDFT) [2] της διακριτής ακολουθίας , 0 1kX k N≤ ≤ − , πολλαπλασιασµένη µε τον 

παράγοντα 1 sT . Αν θεωρηθεί ότι τα σύµβολα kX  αποτελούν µία ακολουθία στο πεδίο της συχνότητας, 

ο διακριτός αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier N -σηµείων αυτής της ακολουθίας 
 

 ( ) { }( )( )
21

0

1 , 0 1
N j kn

N
k k

k
x n IDFT X n X e n N

N

π−

=

= = ≤ ≤ −∑  (1.8) 

 
θα είναι η διακριτή αναπαράσταση του OFDM συµβόλου στο πεδίο του χρόνου σύµφωνα µε την (1.7). Η 

διακριτή αυτή ακολουθία στην συνέχεια µπορεί να µετατραπεί σε συνεχές σήµα µε την διέλευση της από 

χαµηλοπερατό φίλτρο κατάλληλου εύρους ζώνης και πλάτους. Έτσι προκύπτει το OFDM σήµα ( )x t  από 

τα σύµβολα kX  µε έναν διακριτό µετασχηµατισµό Fourier (IDFT) και µε µετατροπή του διακριτού 

σήµατος σε συνεχές (Digital-to-Analog conversion) [2]. Η διαδικασία αυτή είναι πολύ πιο απλή από την 
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χρήση των k  γεννητριών κυµατοµορφών ( )k tϕ  όπως αναφέρθηκε παραπάνω, ενώ και η υλοποίηση του 

IDFT µέσω του αλγόριθµου IFFT µειώνει ακόµα περισσότερο την πολυπλοκότητα.   

Αντίστοιχα, και ο δέκτης του OFDM συστήµατος µπορεί να απλοποιηθεί µε την χρήση του διακριτού 

µετασχηµατισµού Fourier. Πάλι θεωρώντας ιδανικό κανάλι και µηδενικό θόρυβο, το εισερχόµενο σήµα 

( ) ( )y t x t=  δειγµατοληπτείται στον δέκτη (Analog-to-Digital conversion) µε περίοδο sT  και µετατρέπεται 

στην διακριτή ακολουθία ( ) ( )y n x n=  της (1.8). Αντί της χρήσης των k  προσαρµοσµένων φίλτρων, η 

αποδιαµόρφωση του (διακριτού) σήµατος γίνεται µέσω του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier (DFT) 

N -σηµείων. Ο µετασχηµατισµός αυτός θα δώσει την ακολουθία { }kY , της οποίας το k στοιχείο θα είναι 

ίσο µε 
 

 
( ){ }( )( ) { }{ }( )( )

{ }( )   , 0 1
k k

k k

Y DFT x n k DFT IDFT X k

X k X k N

= =

= = ≤ ≤ −
 (1.9) 

 
Το αποτέλεσµα είναι το ίδιο µε την (1.6) µε την διαφορά ότι προέκυψε πολύ πιο εύκολα 

χρησιµοποιώντας σχετικά απλές µεθόδους επεξεργασίας σήµατος διακριτού χρόνου. Στο σχήµα 1-4 

φαίνεται ένα σύστηµα ποµπού – δέκτη όπως περιγράφηκε παραπάνω, υλοποιηµένο µε µετασχηµατισµούς 

IFFT – FFT. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Σχήµα 1-4  Ποµπός και δέκτης OFDM συστήµατος υλοποιηµένοι µε IFFT-FFT. 

 

Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier της ακολουθίας { }kX  δίνει ως έξοδο τις τιµές της ακολουθίας 

( ){ }x n  ταυτόχρονα (παράλληλα). Προκειµένου να γίνει η µετατροπή του διακριτού σήµατος σε συνεχές 

(D/A), οι τιµές ( )x n  θα πρέπει να διέλθουν από το φίλτρο σειριακά και αυτή την διαδικασία εκφράζει ο 

συµβολισµός S/P (serial-to-parallel) στο σχήµα. Αντίστοιχα στον δέκτη προκειµένου να εφαρµοστεί ο 

FFT πρέπει οι τιµές ( )x n  να είναι σε παράλληλη διάταξη.  

 

 

 

I 
F 
F 
T 

0X  

1X  

kX  

 

( )0x

( )1x

( )x n

( )1x N −  

 
 
P/S ( ) ( ){ }0 1, ,x x N −K  

D/A 

A/D 

 
 
S/P 

 

F 
F 
T 

 

( )x t  

( )y t  ( ) ( ){ }0 1, ,y y N −K  

( )0y

( )1y

( )1y N −

( )y n

0Y

1Y

kY

1NY −

1NX −



1. Πολυπλεξία µε Ορθογώνια ∆ιαίρεση Συχνότητας (OFDM) 6 

 

1.1.2   Κυκλικό πρόθεµα 
 

Από την παραπάνω ανάλυση προκύπτει ότι το µεγάλο πλεονέκτηµα του OFDM σε σχέση µε το FDM 

είναι η καλύτερη αξιοποίηση του διαθέσιµου εύρους ζώνης και η απλούστερη υλοποίηση του. Όµως το 

OFDM έχει και άλλα πλεονεκτήµατα τα οποία αφορούν την ανοχή του συστήµατος στην επίδραση του 

καναλιού που παρεµβάλλεται µεταξύ ποµπού και δέκτη η οποία δεν εξετάστηκε µέχρι τώρα.  

Στο σχήµα 1-5 φαίνεται το διακριτό OFDM σύστηµα βασικής ζώνης το οποίο περιλαµβάνει την 

ύπαρξη καναλιού και θορύβου αλλά και την εισαγωγή κυκλικού προθέµατος στο OFDM σύµβολο η 

λειτουργία του οποίου θα αναλυθεί παρακάτω.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1-5  ∆ιακριτό OFDM σύστηµα βασικής ζώνης µε χρήση κυκλικού προθέµατος 

 

Η επίδραση του καναλιού στο σύστηµα περιγράφεται από την γραµµική συνέλιξη της διακριτής 

αναπαράστασης του OFDM σήµατος (συµβόλου) µε την διακριτή αναπαράσταση του καναλιού. Η 

διακριτή αναπαράσταση του καναλιού ( ){ }h n  θα θεωρηθεί ότι αντιστοιχεί σε ένα γραµµικό, χρονικά 

αµετάβλητο FIR φίλτρο L  σηµείων. Επιπλέον ο αριθµός N  των υπο-φέρουσων συχνοτήτων του 

συστήµατος επιλέγεται να είναι µεγαλύτερος από τον αριθµό L . Είναι γνωστό πως η γραµµική συνέλιξη 

δύο διακριτών ακολουθιών, της ( ){ } 1
0

N
nx n −

=  και της ( ){ } 1
0

L
nh n −

= , δίνει µία καινούρια ακολουθία ( ){ } 2
0

N L
ny n + −

= .  

Μαθηµατικά  η ( ){ }y n  δίνεται από την σχέση : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

L

l
y n x n h n h l x n l

−

=

= ∗ = −∑  (1.10) 

 
όπου ο συµβολισµός ∗  εκφράζει γραµµική συνέλιξη. Εποµένως, θεωρώντας το πρώτο OFDM σύµβολο 

( )1 , 0 1x n n N≤ ≤ − , το αλλοιωµένο από το κανάλι OFDM σύµβολο που φτάνει στον δέκτη θα είναι το 

( )1 , 0 2y n n N L≤ ≤ + − . ∆ηλαδή, τα τελευταία 1L −  σηµεία του ( )1y n  θα συµπίπτουν µε τα 1L −  

πρώτα σηµεία του δεύτερου λαµβανοµένου συµβόλου ( )2y n , 2 2N n N L≤ ≤ + − . Εµφανίζεται έτσι 

αλληλοπαρεµβολή µεταξύ των OFDM συµβόλων (inter-symbol-interference, ISI). Εφόσον ισχύει 

N L>>  η επίδραση της αλληλοπαρεµβολής γίνεται αµελητέα χωρίς την ανάγκη µετατροπής του 

συστήµατος.  

I 
F 
F 
T 

X0 

X1 

XN-1 

 
P/S h(n) 

 
S/P

F 
F 
T 

 
   w(n) 

Y0 

Y1 

YN-1 

y(n) x(n) 

X(k)       Y(k)c.p. c.p.
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Στην πράξη για λόγους µείωσης της πολυπλοκότητας ο αριθµός N  είναι συγκρίσιµος µε τον αριθµό 

L , οπότε η αλληλοπαρεµβολή είναι σηµαντική και προκαλεί µεγάλο ποσοστό σφάλµατος. Για την 

αντιµετώπιση του προβλήµατος χρησιµοποιείται ένα διάστηµα διαχωρισµού (guard interval) µεταξύ 

διαδοχικών OFDM συµβόλων στο οποίο δεν µεταφέρεται καµία πληροφορία. Έτσι τα τελευταία 1L −  

σηµεία του προπορευόµενου OFDM συµβόλου αλληλεπιδρούν µε τα σηµεία του διαστήµατος 

διαχωρισµού, χωρίς να επηρεάζεται το OFDM σύµβολο που ακολουθεί. Είναι προφανές ότι για να 

εξαλειφθεί πλήρως η αλληλοπαρεµβολή θα πρέπει το διάστηµα διαχωρισµού να είναι τουλάχιστον 1L −  

σηµείων. Με αυτόν τον τρόπο η αλληλοπαρεµβολή µεταξύ των συµβόλων αναιρείται πλήρως δίνοντας 

έτσι ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα στο OFDM σε σχέση µε τα συστήµατα µίας φέρουσας συχνότητας, µε 

κόστος την σπατάλη ενός µέρους του διαθέσιµου εύρους ζώνης. Στον δέκτη το διάστηµα διαχωρισµού 

αγνοείται εφόσον δεν περιέχει καµία πληροφορία. 

Αν και το διάστηµα διαχωρισµού αποτρέπει την αλληλοπαρεµβολή µεταξύ διαδοχικών OFDM 

συµβόλων η επίδραση της γραµµικής συνέλιξης του OFDM συµβόλου µε το κανάλι προκαλεί αναίρεση 

της ορθογωνιότητας των υπο-φέρουσων (inter-carrier-intereference, ICI), κάνοντας έτσι την ανίχνευση 

των συµβόλων ( )X k  ιδιαίτερα δύσκολη [38]. Η επίδραση του καναλιού στο σήµα θα ήταν πιο απλή αν 

η συνέλιξη δεν ήταν γραµµική αλλά κυκλική. Σε µία τέτοια περίπτωση ο διακριτός µετασχηµατισµός 

Fourier του συµβόλου ( )y n  θα ήταν ίσος µε τον πολλαπλασιασµό των ακολουθιών ( ){ }X k  και 

( ){ }H k , όπου ( ){ }H k  είναι ο DFT N -σηµείων της κρουστικής απόκρισης του καναλιού και εκφράζει 

την συχνοτική του απόκριση δειγµατοληπτηµένη στις συχνότητες των υπο-φέρουσων του συστήµατος. 

Επειδή η επίδραση του καναλιού στο OFDM σύµβολο είναι η γραµµική τους συνέλιξη, θα πρέπει µε 

κάποιο τέχνασµα να ισοδυναµεί µε κυκλική. Στην ανάλυση που ακολουθεί θα θεωρηθεί µόνο το πρώτο 

OFDM σύµβολο ( ) , 0 1x n n N≤ ≤ − . Τα αποτελέσµατα που θα προκύψουν είναι τα ίδια και για τα 

επόµενα σύµβολα. 

Η γραµµική συνέλιξη δύο ακολουθιών ισοδυναµεί µε κυκλική συνέλιξη N -σηµείων στο διάστηµα 

[ ]0 1, N − , όταν η µία από τις δύο ακολουθίες είναι περιοδική µε περίοδο ίση µε N . Στην πράξη εφόσον η 

κρουστική απόκριση είναι πεπερασµένη σε L  σηµεία, αρκεί το OFDM σύµβολο να επεκταθεί κυκλικά, 

τοποθετώντας στην αρχή του ένα αντίγραφο των τελευταίων 1L −  σηµείων του, δηλαδή τα  σηµεία  

( ) ( ) ( ){ }1 2 1, , ,y N L y N y N− + − −K . Τότε το σύµβολο θα έχει συνολικά 1N L+ −  σηµεία και θα 

περιγράφεται από την σχέση : 
 

 ( ) ( )
21

0

1 , 1 1
N j kn

N

k
x n X k e L n N

N

π−

=

= − + ≤ ≤ −∑  (1.11) 

 
Εποµένως τα µηδενικά σηµεία του διαστήµατος διαχωρισµού που προηγείται κάθε OFDM συµβόλου 

(συµπεριλαµβανοµένου και του πρώτου) θα αντικατασταθούν µε την διαδικασία που περιγράφηκε 

παραπάνω, και έτσι προκύπτει το κυκλικό πρόθεµα (cyclic prefix) (σχήµα 1-6). Η ύπαρξη του κυκλικού 

προθέµατος µετατρέπει την γραµµική συνέλιξη σε κυκλική στο διάστηµα 0 1n N≤ ≤ − . Εάν η διάρκεια 
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του κυκλικού προθέµατος είναι µεγαλύτερη από 1L −  σηµεία το αποτέλεσµα θα είναι το ίδιο, ενώ εάν 

είναι µικρότερη εκτός της εµφάνισης ISI µεταξύ διαδοχικών OFDM συµβόλων όπως αναφέρθηκε 

παραπάνω θα υπάρχει και ICI εφόσον η γραµµική συνέλιξη δεν θα ισοδυναµεί µε κυκλική. Όπως και 

στην περίπτωση του διαστήµατος διαχωρισµού, τα σηµεία του κυκλικού προθέµατος αγνοούνται από τον 

δέκτη εφόσον δεν περιέχουν καµία πληροφορία.  
 

t 

|x(t)|

cyclic prefix  
Σχήµα 1-6  Κυκλική επέκταση ενός OFDM συµβόλου στο συνεχή χρόνο 

 

Με βάση τα παραπάνω και θεωρώντας την ύπαρξη προσθετικού λευκού κανονικού θορύβου ( )w n  

µε στατιστική ( ){ } ( ) ( ){ } ( )2
1 2 1 20, wE w n E w n w n n nσ δ∗= = − , το αλλοιωµένο από το κανάλι και από τον 

θόρυβο OFDM σύµβολο, αγνοώντας τα σηµεία που αντιστοιχούν στο κυκλικό πρόθεµα θα δίνεται από 

την σχέση : 
 

 ( ) ( ) ( ){ }( ) ( ) , 0 1y n x n h n n w n n N= ⊗ + ≤ ≤ −  (1.12) 
 
όπου το σύµβολο ⊗  εκφράζει κυκλική συνέλιξη N -σηµείων. Στον δέκτη η αποδιαµόρφωση του ( )y n  

γίνεται µέσω DFT, οπότε προκύπτει το σήµα ( )Y k  το οποίο ισούται µε  
 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )( )
( ){ } ( ){ }( )( ) ( ){ }( )( )

( ) ( ) ( )
       

       , 0 1

Y k DFT x n h n w n k

DFT x n DFT h n k DFT w n k

X k H k W k n N

= ⊗ +

= ⋅ +

= ⋅ + ≤ ≤ −

  (1.13)  

 
όπου ( )W k  είναι ο µετασχηµατισµός DFT Ν-σηµείων του θορύβου, ο οποίος αποτελείται από δείγµατα 

κανονικής τυχαίας διαδικασίας µε µέση τιµή ( ){ } 0E W k =  και αυτοσυσχέτιση που προκύπτει ίση µε 

( ) ( ){ } ( )2
1 2 1 2wE W k W k N k kσ δ∗ = − . Συνεπώς ο θόρυβος ( )W k  είναι λευκός, µε ισχύ 2

wNσ . Στο σχήµα 

1-7 φαίνεται το ισοδύναµο σύστηµα που προκύπτει από την (1.13) το οποίο αποτελείται από N  

συστήµατα µίας φέρουσας συχνότητας σε κάθε ένα από τα οποία επιδρά κανάλι της µορφής 

( ) ( )0kh H k δ=  και θόρυβος ( )W k .  
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Σχήµα 1-7  Ισοδύναµο σύστηµα µε το ΟFDM 
 
 

Το σηµαντικό συµπέρασµα που προκύπτει από την όλη ανάλυση είναι η αποτελεσµατικότητα µε την 

οποία αντιµετωπίζει το OFDM ένα κανάλι µε κρουστική απόκριση µεγάλης διάρκειας (multipath 

channel). Με την εισαγωγή του κυκλικού προθέµατος το φαινόµενο της αλληλοπαρεµβολής µπορεί να 

εξαλειφθεί πλήρως µεταξύ διαδοχικών συµβόλων και ταυτόχρονα η επίδραση του καναλιού σε κάθε υπο-

φέρουσα συχνότητα να µετατραπεί σε ένα απλό µιγαδικό πολλαπλασιαστικό παράγοντα κάνοντας έτσι 

εύκολη την εξίσωση καναλιού. Σηµειώνεται ότι η ανάλυση έγινε θεωρώντας χρονικά αµετάβλητο 

(στατικό) κανάλι. Η περίπτωση µεταβαλλόµενου καναλιού θα εξεταστεί αργότερα. 

 

 

1.2   Συγχρονισµός : απόκλιση συχνότητας – θόρυβος φάσης 
 

H σωστή λειτουργία του OFDM στηρίζεται στην ορθογωνιότητα των υπο-φέρουσων συχνοτήτων του 

συστήµατος. ∆ύο αιτίες που προκαλούν αναίρεσή της είναι η απόκλιση συχνότητας (frequency offset) και 

ο θόρυβος φάσης (phase noise). Απόκλιση συχνότητας συµβαίνει όταν οι ταλαντωτές ποµπού και δέκτη 

δεν είναι συγχρονισµένοι στην ίδια συχνότητα και µπορεί να περιγραφεί µαθηµατικά από τον 

πολλαπλασιασµό του εισερχόµενου σήµατος στο πεδίο του χρόνου µε ένα µιγαδικό εκθετικό παράγοντα 

( ) { }02expFO n j f nπ=  όπου 0f  η απόκλιση συχνότητας κανονικοποιηµένη προς την απόσταση f∆  

µεταξύ διαδοχικών υπο-φέρουσων του OFDM συστήµατος. Στο πεδίο της συχνότητας αυτό 

µεταφράζεται σε µετατόπιση του φάσµατος κατά την συχνότητα αυτή. Θεωρώντας το πρώτο OFDM 

σύµβολο, ιδανικό κανάλι και µηδενικό θόρυβο η έξοδος του FFT στον δέκτη όταν υπάρχει απόκλιση 

συχνότητας δίνει την ακολουθία της (1.14) : 

 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0 0

0 0 0

2

21 1
2 2

0 0

21 1 1
2 2 2

0 0 0

1        

1 1        , 0 1

cp

cp

cp

j f N n

N N j n k rj f N j f n N

r n

N N N j r k nj f N j f n j f n N

n r n
r k

ICI

Y k DFT x n e

X r e e e
N

X k e e X r e e k N
N N

π

π
π π

π
π π π

+

− − − −

= =

− − − −

= = =
≠

=

=

= + ≤ ≤ −

∑ ∑

∑ ∑ ∑
1444442444443

(1.14)                            

  Χ(0) 

Υ(Ν-1)   

Υ(1) 

Υ(0) 

     Χ(1) 

 Χ(Ν-1) 

Η(0)

Η(N-1)

W(1)Η(1)

W(0)

W(N-1)
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όπου cpN  ο αριθµός των σηµείων του κυκλικού προθέµατος. Η σχέση αυτή δείχνει ότι εκτός από ICI το 

οποίο για µεγάλο αριθµό υπο-φέρουσων µπορεί να θεωρηθεί ως κανονικός θόρυβος, η απόκλιση 

συχνότητας προκαλεί και µία κοινή στρέψη σε όλα τα σύµβολα ( )X k . Για µηδενική απόκλιση ( 0 0f = ) 

ο όρος του ICI µηδενίζεται και o κοινός όρος στρέψης γίνεται ίσος µε µονάδα.  

Ο θόρυβος φάσης οφείλεται στην αδυναµία ενός πρακτικού ταλαντωτή να λειτουργεί ακριβώς σε µία 

συγκεκριµένη συχνότητα, εφόσον πάντα θα υπάρχει µία αστάθεια γύρω από αυτήν. Ισοδύναµα, η 

φασµατική πυκνότητα ισχύος ενός ταλαντωτή δεν είναι µία δέλτα συνάρτηση στην επιθυµητή συχνότητα 

λειτουργίας του, αλλά έχει κάποιο εύρος, προκαλώντας στο σήµα µια παρασιτική διαµόρφωση χαµηλής 

συχνότητας. Μαθηµατικά η επίδραση του θορύβου φάσης περιγράφεται µε τον πολλαπλασιασµό του 

σήµατος µε τον µιγαδικό εκθετικό παράγοντα ( ) ( )( )expPHN n j nφ= , όπου ( )nφ  είναι δείγµατα µίας 

τυχαίας διαδικασίας µε φάσµα ισχύος αυτό του ταλαντωτή. Σε αντιστοιχία µε την (1.14) η επίδραση του 

θορύβου φάσης θεωρώντας ιδανικό κανάλι και µηδενικό θόρυβο δίνεται από την σχέση :  
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 1 1

0 0 0

1 1 .
N N N j n m kj n j nN

n m n
m k

Y k X k e X m e e
N N

ICI

π
φ φ

− − − −

= = =
≠

= +∑ ∑ ∑
1444442444443

 (1.15) 

 
Όσο µεγαλύτερο είναι το εύρος του φάσµατος του ταλαντωτή τόσο µεγαλύτερη είναι και η επίδρασή του 

θορύβου φάσης. Σε σχέση µε τα συστήµατα µε ένα φέρον η επίδραση του θορύβου φάσης είναι πολύ 

εντονότερη στο OFDM εφόσον το φάσµα κάθε υποφέρουσας συχνότητας είναι πολύ µικρότερο σε σχέση 

µε το φάσµα που θα είχε ένα και µόνο φέρον που θα κατελάµβανε όλο το διαθέσιµο εύρος ζώνης. 

Αντίστοιχα και η επίδραση της απόκλισης φάσης είναι ισχυρότερη στο OFDM, κάνοντας έτσι 

απαραίτητη την ύπαρξη κατάλληλων αλγορίθµων στον δέκτη για την µείωση της επίδρασης των 

φαινοµένων αυτών.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. Περιγραφή των Καναλιών 
 
 
 
 
 
 
 
2.1   Μοντελοποίηση των καναλιών 
 

Στόχος ενός τηλεπικοινωνιακού συστήµατος είναι η όσο το δυνατόν καλύτερη αντιµετώπιση της 

επίδρασης του καναλιού που παρεµβάλλεται µεταξύ ποµπού και δέκτη προκειµένου να υπάρχει 

αξιόπιστη µετάδοση της πληροφορίας. Γενικά το κανάλι δεν είναι γνωστό, και για αυτό το λόγο γίνεται 

προσπάθεια εκτίµησής του µε σκοπό την εξίσωσή του. Στη συνέχεια θα γίνει η περιγραφή των καναλιών 

που θα θεωρηθούν σε αυτό το κείµενο, και των στατιστικών µεγεθών που τα χαρακτηρίζουν.  

Το σήµα που στέλνει ο ποµπός στην ιδεατή περίπτωση φτάνει στον δέκτη µέσω µίας µόνο όδευσης 

(path). Στην  πρακτική περίπτωση ενός ασύρµατου καναλιού, το σήµα φτάνει στον δέκτη µέσω πολλών 

διαφορετικών οδεύσεων [1], µε αποτέλεσµα την εµφάνιση αλληλοπαρεµβολής µεταξύ των 

εκπεµπόµενων συµβόλων (ISI) η οποία όπως αναφέρθηκε αντιµετωπίζεται στο OFDM µε την εισαγωγή 

του κυκλικού προθέµατος. Η χρονική καθυστέρηση της όδευσης l  χαρακτηρίζεται από το µέγεθος lτ  

που έχει διαστάσεις χρόνου, ενώ η επίδραση στο πλάτος και στην φάση του σήµατος από το µιγαδικό 

µέγεθος lc . 

Ένα άλλο χαρακτηριστικό του καναλιού είναι ότι µεταβάλλεται µε τον χρόνο. Την χρονική στιγµή t , 

το κανάλι χαρακτηρίζεται από τα µεγέθη lτ  και lc , ενώ την χρονική στιγµή t′  από τα lτ ′  και lc′  τα οποία 

είναι εν γένει διαφορετικά από τα αντίστοιχά τους την χρονική στιγµή t  (σχήµα 2-1). Είναι επίσης 

δυνατόν ο αριθµός των οδεύσεων να αλλάζει µε το χρόνο. Στη συνέχεια θα θεωρηθεί ότι ο αριθµός των 

διαδροµών παραµένει σταθερός η οποία είναι σωστή παραδοχή για µικρά χρονικά διαστήµατα. 

 
 

Σχήµα 2-1  Ασύρµατο κανάλι τριών οδεύσεων (θεωρείται για την πρώτη όδευση ( )0 0tτ = ) 
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Με βάση τα παραπάνω, η κρουστική απόκριση ενός καναλιού µπορεί να περιγραφεί µαθηµατικά ως 

εξής:  
 

 ( ) ( ) ( )( )
1

0
;

L

l l
l

h t c t tτ δ τ τ
−

=

= −∑ , (2.1) 

 
όπου L  είναι ο αριθµός των οδεύσεων και τα ( )l tτ  παίρνουν συνεχείς τιµές σε ένα πεπερασµένο εύρος 
τιµών. 

Οι τιµές των ( )lc t  θεωρούνται δείγµατα µιγαδικής τυχαίας διαδικασίας η οποία θεωρείται στατική 

µε την ευρεία έννοια (wide sense stationary), δηλαδή έχει σταθερή µέση τιµή και αυτοσυσχέτιση που 

εξαρτάται µόνο από την διαφορά του χρόνου t∆  [1], και περιγράφονται από την παρακάτω σχέση :  
 

 ( ) ( ) ( )R I
l l lc t c t j c t= + ⋅  (2.2) 

 
Τα ( )R

lc t  και ( )I
lc t  είναι το πραγµατικό και φανταστικό µέρος του ( )lc t , τα οποία είναι ασυσχέτιστες 

τυχαίες διαδικασίες που χαρακτηρίζονται την τυχαία χρονική στιγµή t  από την πυκνότητα πιθανότητας  
  

 ( )
( ) ( )

2

2

1
2 2 2 2

exp l
l

l l

x
f x

π σ σ

⎧ ⎫⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

, (2.3) 

 
όπου η τυχαία µεταβλητή lx  αντιστοιχεί στις τυχαίες µεταβλητές R

lc  και I
lc . Η (2.3) είναι η πυκνότητα 

πιθανότητας κανονικής κατανοµής, µηδενικής µέσης τιµής και διασποράς 2 2lσ . Ισχύει δηλαδή 

( ){ } ( ){ }R I 0l lE c t E c t= = , άρα ( ){ } 0lE c t = . Επιπλέον η  διασπορά των R
lc  και I

lc  έχει τεθεί ως 2 2lσ  έτσι 

ώστε η διασπορά της µεταβλητής ( )lc t  να είναι ίση µε ( ){ }2 2 2 22 2l l l lE c t σ σ σ= + =  (εφόσον 

( ) ( )( ){ }R I 0l lE c c tτ ∗ = ). 

Αποδεικνύεται [3] ότι το µέτρο της µεταβλητής ( )lc t  όπως ορίσθηκε παραπάνω ακολουθεί την 

κατανοµή Rayleigh στο διάστηµα [ ]0,∞ , ενώ η φάση την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [ ]0 2, π . 

Ένα τέτοιο κανάλι αναφέρεται ως Rayleigh fading κανάλι. Η µηδενική µέση τιµή της µεταβλητής ( )lc t  

εκφράζει την απουσία οπτικής διαδροµής (line of sight-LOS) µεταξύ ποµπού και δέκτη. Στην περίπτωση 

που αυτή υπάρχει, η µέση τιµή των R I, l lc c  είναι µεγαλύτερη του µηδενός και το µέτρο της ( )lc t  

ακολουθεί την κατανοµή Rice [3]. Oι δύο παραπάνω στατιστικές είναι οι πιο συνηθισµένες στην 

µοντελοποίηση καναλιών. Στα επόµενα θα εξεταστεί κυρίως η περίπτωση του καναλιού που ακολουθεί 

την κατανοµή Rayleigh. 

Θεωρώντας ότι οι οδεύσεις είναι ασυσχέτιστες µεταξύ τους (ασυσχέτιστη διασπορά), η 

αυτοσυσχέτισή των ( )lc t  ισούται µε [1] : 
 

 ( ) ( ) ( ){ } ( )1 1 2
1 2 1 2

1 20
; ,

; , ; ;
,

c
c

r t
r t E c t c t t

τ τ τ
τ τ τ τ

τ τ
∗ ⎧ ∆ =

∆ = + ∆ = ⎨
≠⎩

 (2.4) 
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όπου έχει χρησιµοποιηθεί ο συµβολισµός ( ) ( );l lc t c t τ= . Η εξάρτηση της αυτοσυσχέτισης από την 

διαφορά t∆  οφείλεται στην παραδοχή της στατικής µε την ευρεία έννοια διαδικασίας ως προς τον χρόνο 

t . 

Αν τεθεί 0t∆ = , τότε το µέγεθος ( ) ( ){ }20;cr E cτ τ=  είναι µία συνάρτηση της συνεχής µεταβλητής 
τ , και εκφράζει την κατανοµή της µέσης ισχύος του καναλιού ως προς την χρονική καθυστέρηση (power 

delay profile). Η µεγαλύτερη τιµή του τ  για την οποία η ( )cr t  είναι διάφορη του µηδενός ονοµάζεται 

µέγιστη καθυστέρηση (delay spread) και συµβολίζεται µε maxτ  (σχήµα 2-2-1).  

 

                            
                         1                                                             2 

Σχήµα 2-2  1.Κατανοµή ισχύος καναλιού, 2.Συνεχές εύρος ζώνης 

 

Ο µετασχηµατισµός Fourier της ( )cr t  είναι η συνάρτηση ( ) ( ) ( ) 22 1 j fc c cR f f R f r t e dπ τ τ
+∞

− ∆
−∞

− = ∆ = ∫  η 

οποία είναι η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των οδεύσεων στο πεδίο της συχνότητας, και εξαρτάται από 

την διαφορά των συχνοτήτων f∆ . Σηµειώνεται ότι αν και στο πεδίο τ  οι οδεύσεις είναι ασυσχέτιστες 

(σχέση (2.4)), δεν συµβαίνει το ίδιο στο πεδίο της συχνότητας. Το εύρος των συχνοτήτων στις οποίες η 

( )cR f∆  είναι διάφορη του µηδενός ονοµάζεται συνεχές εύρος ζώνης (coherence bandwidth) του 

καναλιού, ( )cf∆  (σχήµα 2-2-2). Το ( )cf∆  εκφράζει το εύρος των συχνοτήτων στο οποίο η συχνοτική 

απόκριση του καναλιού είναι πρακτικά σταθερή, που στην περίπτωση του OFDM σηµαίνει ότι οι υπο-

φέρουσες συχνότητες που βρίσκονται µέσα σε αυτό το όριο υφίστανται την ίδια παραµόρφωση. Όσο 

µεγαλύτερη είναι η µέγιστη καθυστέρηση maxτ , τόσο µικρότερο είναι και το συνεχές εύρος ζώνης του 

καναλιού, εφόσον η κρουστική απόκριση του καναλιού διαφέρει περισσότερο από το ιδεατό κανάλι το 

οποίο έχει άπειρο συνεχές εύρος ζώνης. Πρακτικά ισχύει ( ) 1 maxcf τ∆ ≈ .  

Τα δύο µεγέθη maxτ  και ( )cf∆  χαρακτηρίζουν το κανάλι ως προς την µεταβλητή τ  και την 

αντίστοιχη της στη συχνότητα µεταβλητή f , για µία συγκεκριµένη χρονική στιγµή t . Αν το κανάλι 

θεωρηθεί χρονικά αµετάβλητο αποτελούν την βασική πληροφορία της στατιστικής του καναλιού. Στην 

περίπτωση του OFDM συστήµατος η γνώση του maxτ  καθορίζει την διάρκεια του κυκλικού προθέµατος, 

ενώ γνώση του ( )cf∆  δίνει ένα µέτρο της µεταβολής της επίδρασης του καναλιού µεταξύ διαδοχικών 



2. Περιγραφή των Καναλιών  14 

 

υπο-φέρουσων του συστήµατος και µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε ζητήµατα όπως η κωδικοποίηση των 

συµβόλων και η εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης. 

Θέτοντας 1 2 0τ τ= =  στην (2.4), προκύπτει η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των οδεύσεων ως προς τον 

χρόνο t , δηλαδή η ( ) ( )0;c cr t r t∆ = ∆ , η οποία δίνει ένα µέτρο της χρονικής µεταβολής του καναλιού και 

σε αντιστοιχία µε τα παραπάνω ο µετασχηµατισµός Fourier αυτής είναι η συνάρτηση 

( ) ( ) ( )2j t
c cR r t e d tπλλ

+∞ − ∆

−∞
= ∆ ∆∫ . Γενικά οι χρονικές µεταβολές του καναλιού οφείλονται στην σχετική 

κίνηση µεταξύ ποµπού και δέκτη. Αποτέλεσµα αυτής της κίνησης είναι το φαινόµενο Doppler που 

προκαλεί διεύρυνση του φάσµατος του σήµατος και µετατόπισή του. Η µετατόπιση αυτή γίνεται κατά µία 

συχνότητα ( ) ( )cosd d cf f u c aλ ≡ = ⋅ , όπου cf  είναι η συχνότητα του φέρον, u  η σχετική ταχύτητα 

µεταξύ ποµπού και δέκτη, c  η ταχύτητα του φωτός και a  η γωνία µε την οποία φθάνει στον δέκτη το 

ηλεκτροµαγνητικό κύµα. Προφανώς η µέγιστη συχνότητα Doppler θα είναι ίση µε ,maxd cf f u c= ⋅ . Το 

εύρος των συχνοτήτων λ  για τις οποίες η ( )cR λ  είναι διάφορη του µηδενός (Doppler spread) 

συµβολίζεται ως dB  και ισχύει 2 ,maxd dB f= . Επιπλέον, το χρονικό διάστηµα t∆  όπου η ( )cr t∆  είναι 

διάφορη του µηδενός αποτελεί το συνεχές χρόνο του καναλιού ( )ct∆ , που εκφράζει το χρονικό διάστηµα 

στο οποίο η επίδραση του καναλιού παραµένει πρακτικά σταθερή και για το οποίο ισχύει ( ) 1 dct B∆ ≈ . 

Ένα αργά µεταβαλλόµενο κανάλι έχει µεγάλο συνεχές χρόνο και µικρό dB . Στο σχήµα 2-2-1 φαίνεται η 

χρονική µεταβολή του µέτρου ( )lc t  µίας όδευσης όταν η µέγιστη συχνότητα Doppler είναι ίση µε 

200Hz,maxdf = , και η αντίστοιχη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης ( )cR λ  αυτή του σχήµατος 2-2-2. Γενικά, 

η µέγιστη συχνότητα Doppler καθορίζει την ταχύτητα µεταβολής της τιµής ( )lc t , ενώ η ( )cR λ  τον 

τρόπο.  

 

 

 

        
                            1                        2 

Σχήµα 2-3   1. Χρονικά µεταβαλλόµενο κανάλι, 2. Αυτοσυσχέτιση του καναλιού στο πεδίο του χρόνου t. 
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2.2   ∆ιακριτή αναπαράσταση της κρουστικής απόκρισης του καναλιού 
 

Η σχέση (2.1) αποτελεί την µαθηµατική περιγραφή του φυσικού µέσου που παρεµβάλλεται µεταξύ 

ποµπού και δέκτη ενός ασύρµατου τηλεπικοινωνιακού συστήµατος στον συνεχή χρόνο. Εφόσον η 

περιγραφή και ανάλυση του OFDM είναι ευκολότερη στο διακριτό χρόνο είναι χρήσιµη η εύρεση της 

διακριτής περιγραφής του καναλιού. 

Με βάση την ανάλυση του OFDM συστήµατος στο κεφάλαιο 1, προκύπτει ότι για την µετάδοση του 

OFDM σήµατος δεν υπάρχει ανάγκη χρήσης φίλτρων εκποµπής και λήψης. Πράγµατι, η µετατροπή της 

διακριτής ακολουθίας ( )x n  της  (1.8) σε συνεχή µέσω διαδικασίας D/A, δίνει την ακολουθία (1.3) η 

οποία εκφράζει εκποµπή των διακριτών σύµβολων ( )X k  µε χρήση τετραγωνικού παλµού ως φίλτρο 

εκποµπής για κάθε k . Επιπλέον η διαδικασία στον δέκτη της δειγµατοληψίας του λαµβανόµενου 

σήµατος και της αποδιαµόρφωσής του µέσω FFT αντιστοιχεί στην χρήση προσαρµοσµένων φίλτρων στα 

φίλτρα εκποµπής. Συνεπώς ο συµβολισµός ( )h n  στο σχήµα (1-5) αντιπροσωπεύει την διακριτή 

αναπαράσταση του φυσικού µέσου που παρεµβάλλεται µεταξύ ποµπού και δέκτη. Σε αυτή την 

περίπτωση, από την µορφή του ασύρµατου καναλιού της (2.1) προκύπτει ότι δεν είναι δυνατή η διακριτή 

περιγραφή του µε βάση την περίοδο δειγµατοληψίας sT  του συστήµατος εφόσον γενικά η χρονική 

καθυστέρηση των οδεύσεων δεν συµπίπτει µε αυτήν ή ακέραιο πολλαπλάσιό της. 

Αναλυτικότερα, θεωρώντας την περίπτωση χρονικά αµετάβλητου καναλιού, το κανάλι περιγράφεται 

ως : 
 
 ( ) ( )l l

l
h cτ δ τ τ= ⋅ −∑  (2.5) 

  
Ο µετασχηµατισµός Fourier (συνεχούς χρόνου) της (2.5) είναι : 
 

 ( ) 22 lj f
c l

l
H j f c e π τπ −= ⋅∑  (2.6) 

 
Εφόσον η διάρκεια του κυκλικού προθέµατος είναι αρκετά µεγάλη ώστε να µην υπάρχει 

αλληλοπαρεµβολή θα ισχύει η σχέση (1.13), η οποία απουσία θορύβου και µε γνωστά τα σύµβολα ( )X k , 

µπορεί να θεωρηθεί ότι εκφράζει την δειγµατοληψία της συνεχής συχνοτικής απόκρισης ( )2cH j fπ , στις 

N  συχνότητες που αντιστοιχούν στις υπο-φέρουσες του συστήµατος, στο εύρος συχνοτήτων [ ]0, 1 sT , 

όπου 1 sT  είναι το εύρος ζώνης του συστήµατος (σχήµα 2-4). Εποµένως προκύπτει η διακριτή ακολουθία 

από τα δείγµατα της συχνοτικής απόκρισης : 

 
 ( ) ( )( ) ( )22 , 0 1l sj k NT

c s l
l

H k H j k NT c e k Nπτπ −≡ = ⋅ ≤ ≤ −∑ , (2.7) 

 
όπου ( )1 sNT f= ∆  η απόσταση µεταξύ διαδοχικών υπο-φέρουσων του OFDM συστήµατος. 
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Σχήµα 2-4   ∆ειγµατοληπτηµένες συχνοτικές αποκρίσεις δύο διαφορετικών καναλιών από το OFDM σύστηµα. 

 

H αντίστοιχη διακριτή κρουστική απόκριση του καναλιού θα είναι ο αντίστροφος µετασχηµατισµός 

(IDFT) του ( )H k , δηλαδή : 
 

 
( ) ( ){ }( )( ) ( )

( )

22 21 1

0 0

1 1

       , 0 1

l

s

N N j kj kn j knN TN N
l

k k l

l l
l

h n IDFT H k n H k e c e e
N N

c g n n N

τππ π− − −

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = = ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⋅ ≤ ≤ −

∑ ∑ ∑

∑
 (2.8)                    

 
όπου [34] :  
 

 ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

21

1 1
0

                                      ,  : ακεραιος
1

1 , διαφορετικα
sin

sin

l

s

l s

l s l s
N j k n

N T
l sl j N T N

k
l s

n T T

n Tg n e
N e

N n T N

τπ

π τ

δ τ τ

π τ

π τ

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
− −

=

⎧ −
⎪

⎡ ⎤−= = ⎨ ⎣ ⎦⋅ ⋅⎪ ⎡ ⎤−⎣ ⎦⎩

∑  (2.9) 

  
Από την (2.9) προκύπτουν δύο περιπτώσεις : 

• οι χρονικές καθυστερήσεις lτ  της (2.5)  δεν είναι ακέραια πολλαπλάσια της περιόδου δειγµατοληψίας 

του συστήµατος Τs. 

Στην περίπτωση αυτή το ισοδύναµο διακριτό κανάλι περιγράφεται από Ν σηµεία διάφορα του 

µηδενός. Παρόλο που η περισσότερη ενέργεια κατανέµεται στα L πρώτα σηµεία, που αντιστοιχούν 

στη µέγιστη καθυστέρηση του καναλιού ( )1max sL Tτ = −  στο πεδίο του συνεχούς χρόνου, υπάρχει 

σηµαντική ενέργεια και στα υπόλοιπα N L−  (διαρροή ενέργειας). Από την (2.9) προκύπτει ότι 

( ) ( )l lg n g n N= − , που σηµαίνει ότι η ενέργεια µιας διαδροµής µε καθυστέρηση κοντά στο µηδέν θα 

κατανεµηθεί και στα σηµεία N – 1, N – 2, …, µε το σηµείο Ν – 1 να αποκτά την περισσότερη 

ενέργεια. Προφανώς τα σηµεία της διακριτής κρουστικής απόκρισης έχουν συσχέτιση µεταξύ τους.  

Στο σχήµα 2-5-1 φαίνεται η διακριτή κρουστική απόκριση της δειγµατοληπτηµένης συχνοτικής 

απόκρισης του σχήµατος 2-4-1 για 32N =  όπως και οι χρονικές καθυστερήσεις των οδεύσεων της 
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πραγµατικής συνεχής κρουστικής (διακεκοµµένες γραµµές). Είναι φανερή η διαρροή της ενέργειας 

των οδεύσεων και στα N  σηµεία η οποία οφείλεται στην δειγµατοληψία της συχνοτικής απόκρισης 

σε πεπερασµένο αριθµό N  σηµείων. 

• οι χρονικές καθυστερήσεις lτ  της (2.5) είναι ακέραια πολλαπλάσια της περιόδου δειγµατοληψίας του 

συστήµατος Τs. 

Στην περίπτωση αυτή το συνεχές κανάλι της (2.5) συµπίπτει µε το διακριτό  FIR φίλτρο  
 

 ( ) ( )
1

0

L

l
l

h n c n lδ
−

=

= ⋅ −∑  (2.10) 

 
όπου ( )1 maxsL T τ− = . Για να προκύψει η (2.10) θα πρέπει η συχνοτική απόκριση να είναι περιοδική 

µε περίοδο ίση µε το εύρος ζώνης του OFDM σήµατος όπως στην περίπτωση του σχήµατος 2-3-2 . Η 

διακριτή FIR κρουστική απόκριση αυτής της συχνοτικής απόκρισης φαίνεται στο σχήµα 2-4-1 για 

την περίπτωση OFDM συστήµατος µε 32N =  υπό-φέρουσες. 

 

                     
    1                                                        2 

Σχήµα 2-5   Οι ισοδύναµες διακριτές κρουστικές αποκρίσεις των  
δειγµατοληπτηµένων συχνοτικών αποκρίσεων του σχήµατος 2-4 

 

 

Από την παραπάνω ανάλυση φαίνεται ότι δεν είναι δυνατή η ακριβής διακριτή περιγραφή του 

καναλιού σε πεπερασµένο αριθµό σηµείων L N<  εφόσον γενικά η συχνοτική απόκριση του καναλιού 

δεν εµφανίζει περιοδικότητα (ισοδύναµα οι χρονικές καθυστερήσεις των οδεύσεων του καναλιού δεν 

είναι ακέραια πολλαπλάσια της περιόδου δειγµατοληψίας του συστήµατος).  

Μια άλλη προσέγγιση της OFDM διαµόρφωσης και αποδιαµόρφωσης είναι η εξής. Εάν θεωρηθεί ότι 

τα σηµεία της διακριτής ακολουθίας ( )x n  αποτελούν διακριτά σύµβολα (µη κβαντισµένα) θα πρέπει για 

την εκποµπή τους να χρησιµοποιηθεί ένα φίλτρο εκποµπής ( )Tg τ . Το σήµα διέρχεται µέσω του καναλιού 

( )h τ  της (2.5) και µε χρήση φίλτρου λήψης ( )Rg τ  προκύπτει το σήµα ( )y τ  το οποίο δειγµατοληπτείται 

για να προκύψει η διακριτή ακολουθία ( )y n  της (1.12) µε την διαφορά ότι τώρα το κανάλι του 

συστήµατος περιγράφεται από την σχέση ( ) ( ) ( ) ( )T Rtoth g h gτ τ τ τ= ∗ ∗  (σχήµα 2-6). Επειδή τα φίλτρα 
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εκποµπής είναι συνεχείς παλµοί µε χαρακτηριστική συχνοτήτων δύναµη συνηµίτονου , το κανάλι παίρνει 

τιµές σε όλο το συνεχές διάστηµα [ ]0 max,τ , όπου το µέγεθος maxτ  αντιστοιχεί στην µέγιστη διάρκεια της 

κρουστικής απόκρισης ( )toth τ  η οποία είναι διαφορετική από την αντίστοιχη της ( )h τ . Εποµένως η 

διακριτή αναπαράσταση του καναλιού είναι δυνατή και θα ισούται µε ( ) ( ) , 0 1tot tot sh n h nT n L≡ ≤ ≤ − , 

όπου 1max sL Tτ= +⎢ ⎥⎣ ⎦  [1], [38]. Ο συµβολισµός x⎢ ⎥⎣ ⎦  εκφράζει τον αµέσως µικρότερο ακέραιο του 

δεκαδικού αριθµού x .  

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 2-6   Κρουστική απόκριση του OFDM συστήµατος µε χρήση φίλτρων εκποµπής και λήψης. 

 

Στα επόµενα θα θεωρηθεί ότι το κανάλι του OFDM συστήµατος περιγράφεται από ένα FIR φίλτρο, 

της µορφής της (2.10) του οποίου τα σηµεία έχουν ίδια στατιστική µε τις οδεύσεις του φυσικού µέσου 

που παρεµβάλλεται µεταξύ ποµπού και δέκτη. ∆ηλαδή τα σηµεία του φίλτρου µεταβάλλονται µε το 

χρόνο ανάλογα µε την µέγιστη ταχύτητα Doppler του συστήµατος και επιπλέον είναι ασυσχέτιστα µεταξύ 

τους. Η τελευταία παραδοχή εν γένει δεν είναι σωστή εφόσον η ύπαρξη των φίλτρων εκποµπής και 

λήψης δηµιουργεί συσχέτιση µεταξύ των σηµείων της ισοδύναµης διακριτής κρουστικής απόκρισης [39], 

αλλά χρησιµοποιείται λόγω της απλούστερης µαθηµατικής ανάλυσης που δίνει µία τέτοια θεώρηση.  

 

 

2.3   Επίδραση του χρονικά µεταβαλλόµενου καναλιού στο OFDM 
 

Ένα από τα πλεονεκτήµατα του OFDM είναι η εξάλειψη της αλληλοπαρεµβολής των συµβόλων (ISI) 

και η απλή εξίσωση καναλιού. Όµως για να συµβεί αυτό θα πρέπει το κανάλι να είναι χρονικά 

αµετάβλητο ή στην χειρότερη περίπτωση µεταβαλλόµενο µε τέτοιο ρυθµό ώστε να θεωρείται σταθερό 

κατά την διάρκεια ενός OFDM συµβόλου, συµπεριλαµβανοµένης και της διάρκειας του κυκλικού 

προθέµατος. Στη συνέχεια θα εξεταστεί αναλυτικά η επίδραση χρονικά µεταβαλλόµενου καναλιού το 

οποίο µεταβάλλεται ανά περίοδο δειγµατοληψίας του συστήµατος sT . 

Το OFDM σύµβολο µετά τον IFFT στον ποµπό και την εισαγωγή του κυκλικού προθέµατος 

περιγράφεται ως εξής :  
 

 ( ) ( )
21

0

1 , 1 1
N j kn

N

k
x n X k e L n N

N

π−

=

= − + ≤ ≤ −∑  (2.11) 

( )Tg τ  ( )h τ  ( )Rg t  ( )x n  
( )x τ  ( )y τ  

( )y n  

( ) ( ) ( ) ( )T R
s

tot nTh n g h g ττ τ τ == ∗ ∗
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όπου ( )X k  το σύµβολο του k φέροντος, ( )x n  η διακριτή αναπαράσταση του OFDM συµβόλου στο 

πεδίο του χρόνου, N  ο αριθµός των φερόντων του συστήµατος και 1L −  ο αριθµός των δειγµάτων του 

κυκλικού προθέµατος. Το ισοδύναµο διακριτό κανάλι θεωρείται ως ένα γραµµικό χρονικά 

µεταβαλλόµενο FIR φίλτρο αποτελούµενο από L  σηµεία το οποίο περιγράφεται από την σχέση : 
 

 ( ) ( ) ( )
1

0
;

L

l
l

h n l c n l lδ
−

′
′=

′= −∑  (2.12) 

 
Η σχέση αυτή αποτελεί γενίκευση της (2.10). Ο δείκτης 0 1 2, , ,n = K , αντιστοιχεί στην χρονική στιγµή 

snT , συνεπώς η παραπάνω σχέση περιγράφει ένα διακριτό κανάλι L  σηµείων των οποίων οι τιµές 

µεταβάλλονται κάθε χρονική στιγµή (ανά περίοδο δειγµατοληψίας sT  του συστήµατος). Επιπλέον η 

αυτοσυσχέτιση των σηµείων ( )lc n  της κρουστικής απόκρισης της (2.12) ισούται σύµφωνα µε την (2.4) 

µε : 
 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
1 21 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2; ,l l c tE c n c n r n n l l r n n r l l lτ δ∗ = − = − ⋅ −  (2.13) 

 
Ο διαχωρισµός της αυτοσυσχέτισης των ( )lc n  σε γινόµενο των συναρτήσεων αυτοσυχέτισης του χρόνου 

t  και της χρονικής καθυστέρησης τ  προκύπτει από την ανεξαρτησία της µεταβολής του καναλιού σε 

αυτά τα πεδία [23], [39].  

Για την περίπτωση ασύρµατων καναλιών η αυτοσυσχέτιση ( )tr t∆  στο πεδίο του συνεχούς χρόνου t  

περιγράφεται συνήθως από την σχέση [1] : 
 

 ( ) ( )( )1 2 0 1 22 ,maxt dr t t J f t tπ− = − , (2.14) 

 
όπου 0J  είναι η συνάρτηση Bessel πρώτου είδους µηδενικού βαθµού. Ο µετασχηµατισµός Fourier της 

(2.14) έχει την µορφή του σχήµατος 2-2-2.  

Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης ( )lrτ τ  στο συνεχές πεδίο της χρονικής καθυστέρησης τ  εκφράζει την 

κατανοµή της ισχύος των σηµείων της κρουστικής απόκρισης (power delay profile). Συνήθως θεωρείται 

εκθετική κατανοµή της ισχύος, της µορφής [17]:  
 

 ( ) ( ){ } { }2
expl l l RMSr E c Cτ τ τ τ τ= = ⋅ −  (2.15) 

 
Η σταθερά C  επιλέγεται έτσι ώστε η ενέργεια της κρουστικής απόκρισης µία τυχαία χρονική στιγµή t  

να ισούται µε ( ){ } ( ){ }12 2

0
1L

ll
E h E cτ τ−

=
= =∑ . Η σταθερά RMSτ  καθορίζει το ρυθµό της πτώσης του 

εκθετικού. 

Η επίδραση του καναλιού στο σήµα θα είναι η γραµµική συνέλιξη :  
 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0
;

L

OFDM
l

y n h n l x n l w n
−

=

= − +∑  (2.16) 
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όπου ( )OFDMx n  είναι το συνολικό OFDM σήµα και ( )w n  είναι ο προσθετικός θόρυβος στο πεδίο του 

χρόνου. Εφόσον το κυκλικό πρόθεµα των OFDM συµβόλων αποτρέπει την αλληλεπίδραση µεταξύ τους 

(ISI), η παραπάνω σχέση αναλύεται ως εξής στο διάστηµα 0 1n N≤ ≤ −  :  
 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

21 1

0 0

2 21 1

0 0

1

1        

;

;

L N j n l k
N

l k

N Lj nk j lk
N N

k l

y n h n l X k e w n
N

X k e h n l e w n
N

π

π π

− − −

= =

− − −

= =

= +

= +

∑ ∑

∑ ∑
 (2.17) 

 
 Θέτοντας 
 

 ( ) ( )
21

0
;

L j lk
N

k
l

H n h n l e
π−

=

=∑  (2.18) 

 
που είναι ο DFT της κρουστικής απόκρισης την χρονική στιγµή snT , τελικά προκύπτει ότι το σήµα πριν 

την αποδιαµόρφωση µέσω του FFT στον δέκτη είναι ίσο µε 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
21

0

1 , 0 1
N j kn

N
k

k
y n X k H n e w n n N

N

π−

=

= + ≤ ≤ −∑  (2.19) 

 
Το αποδιαµορφωµένο σήµα ( )Y k  θα είναι  
 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

21

0

2 21 1

0 0

21 1

0 0

21 1 1

0 0 0

1       

1       

1 1       

N j nk
N

n

N N j nk j nk
N N

k
n k

N N j n k k
N

k
k n

N N N j n k k
N

k k
n k n

k k

ICI

Y k y n e

X k H n e e W k
N

X k H n e W k
N

X k H n X k H n e
N N

π

π π

π

π

− −

=

− − ′ −

′
′= =

− − ′−

′
′= =

− − − ′−

′
′= = =
′≠

=

⎛ ⎞
′= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

′= +

= +

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑
144444424444443

( ) , 0 1W k k N+ ≤ ≤ −

 (2.20) 

 
Είναι εµφανής η αλληλοπαρεµβολή µεταξύ των υπο-φέρουσων που ανήκουν στο ίδιο OFDM σύµβολο 

(ICI), η οποία οφείλεται στην χρονική µεταβολή του καναλιού. Από την (2.20) προκύπτει ότι αν το 

κανάλι είναι σταθερό, οπότε η εξάρτηση των h  και kH  στις (2.12) και (2.18) από το n  δεν υπάρχει, ο 

όρος της αλληλοπαρεµβολής µηδενίζεται. Στην περίπτωση αυτή η (2.20) απλοποιείται στην : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) , 0 1m m m mY k X k H k W k k N= + ≤ ≤ − , (2.21) 
 
όπου 1 2, ,m = K  είναι δείκτης του χρόνου, και αντιστοιχεί στο m  OFDM σύµβολο.  
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Εφόσον ο αριθµός των υπο-φέρουσων του συστήµατος είναι αρκετά µεγάλος, ο όρος του ICI της 

(2.20) µπορεί να θεωρηθεί ως µία κανονική τυχαία διαδικασία ( )ICI k . Η ισχύς της αλληλοπαρεµβολής 

για κανάλι µε την αυτοσυσχέτιση της (2.13) δίνεται από την σχέση [27], [29] : 
 

 ( ){ } ( ) ( ) ( )( )( )1 12
00 1

2 2 2,max,
cosuN N

d sm m k n
E ICI k N N n J f T n n m k Nπ π− −

= ≠ =
= + − −∑ ∑ , (2.22) 

 
όπου uN  ο αριθµός των χρησιµοποιούµενων υπο-φέρουσων του συστήµατος. Από την (2.22) φαίνεται 

ότι η ισχύς του ICI είναι ανεξάρτητη της αυτοσυσχέτισης της κρουστικής απόκρισης ως προς την χρονική 

καθυστέρηση τ .  

Η γραφική παράσταση του λόγου της ισχύος του σήµατος προς την ισχύ του ICI  συναρτήσει της 

κανονικοποιηµένης µέγιστης Doppler συχνότητας ,maxdf T , όπου T  είναι η χρονική διάρκεια ενός OFDM 

συµβόλου χωρίς το κυκλικό πρόθεµα ( sT NT= ), φαίνεται στο σχήµα 2-7. Έχει θεωρηθεί σύστηµα µε 

128uN N= = , όπου uN  ο αριθµός των διαµορφωµένων υπο-φέρουσων του συστήµατος. Η ισχύς του ICI 

είναι σχεδόν η ίδια για συστήµατα µε αρκετά µεγάλο αριθµό υπο-φέρουσων ( 64N ≥ ) [27]. Επιπλέον 

στην περίπτωση που όλες οι υπο-φέρουσες είναι διαµορφωµένες η επίδραση του ICI είναι η ίδια σε όλες 

τις συχνότητες, σε αντίθεση µε την περίπτωση όπου υπάρχουν αδιαµόρφωτες υπο-φέρουσες όπου τότε η 

ισχύς της αλληλεπίδρασης είναι µεγαλύτερη στις κεντρικές συχνότητες του συστήµατος κατά 3dB 

περίπου. 
 

 
Σχήµα 2-7   Λόγω σήµατος προς ICI λόγω φαινοµένου Doppler συναρτήσει 

της κανονικοποιηµένης συχνότητας Doppler fd,maxT 
 
 

Από το διάγραµµα φαίνεται ότι η αλληλοπαρεµβολή µπορεί να θεωρηθεί αµελητέα για τιµές της 

κανονικοποιηµένης συχνότητας ,maxdf T  µέχρι 210−  περίπου, όπου ο λόγος είναι περίπου 38 dB (εφόσον 

θεωρηθεί ότι το OFDM σύστηµα θα λειτουργήσει σε συνθήκες 38dBSNR ≤ , όπου SNR  ο λόγος 

σήµατος προς θόρυβο του συστήµατος). Για αυτές τις συνθήκες ο θόρυβος αποτελεί το σηµαντικότερο 

παράγοντα που προκαλεί παραµόρφωση στο σήµα και η σχέση (2.21) είναι µία ικανοποιητική 

προσέγγιση. 
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2.4   Υπολογισµός της αυτοσυσχέτισης της συχνοτικής απόκρισης 
 

Θεωρώντας ότι το κανάλι είναι σταθερό κατά την διάρκεια ενός OFDM συµβόλου οπότε ισχύει η 

(2.21), η γνώση της αυτοσυσχέτισης της συχνοτικής απόκρισης είναι πολύ σηµαντική για την εκτίµηση 

του καναλιού όπως θα αναφερθεί αργότερα. Στην συνέχεια θα υπολογιστεί η αυτοσυσχέτιση της 

συχνοτικής απόκρισης του συνεχούς καναλιού της (2.5). Γενικεύοντας την (2.7), η συχνοτική απόκριση 

του καναλιού κατά την διάρκεια του m  OFDM συµβόλου είναι :  
 

 ( ) ( ) ( )
2

, 0 1, l
s

j
NT

m l
l

H k H m k c m e k N
π τ−

= = ≤ ≤ −∑  (2.23) 

 
Η αυτοσυσχέτιση της ( ),H m k  ορίζεται ως : 
 

    ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )
1 21 2

1 1
1 2

2 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2, , ,
l l

s s
j k j k

NT NT
H l l

l l
r m m k k E H m k H m k E c m e c m e

π πτ τ−
∗ ∗

⎧ ⎫⎪ ⎪− − = = ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑        (2.24) 

                                                                                                        

Έχοντας κάνει την παραδοχή για ασυσχέτιστη διασπορά, ισχύει για την ετεροσυσχέτιση των ( )lc m : 
 

 ( ) ( ){ } ( ) ( )
1 2 1

2
1 2 1 2 1 2l l l tE c m c m l l r m mσ δ∗ = − −  (2.25) 

 
όπου 2

lσ  είναι η ισχύς της l  όδευσης (µηδενικής µέσης τιµής) και ( )1 2tr m m−  η συνάρτηση 

αυτοσυσχέτισης στο χρόνο όπως ορίσθηκε στην (2.14), η οποία συναρτήσει του µεγέθους m  γράφεται 

ως:  
 

 ( ) ( ) ( )1 2 0 1 22 ,maxt d cp sr m m J f N N T m mπ⎡ ⎤− = + −⎣ ⎦ , (2.26) 

 
όπου ( )cp sN N T+  είναι η διάρκεια ενός OFDM συµβόλου συµπεριλαµβανοµένης και της διάρκειας του 

κυκλικού προθέµατος ( cpN  : ο αριθµός των δειγµάτων του κυκλικού προθέµατος στον διακριτό χρόνο). 

Εποµένως η (2.24) γράφεται : 
 

 
( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )

1 2 1 2
2 2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2                               

,
l l

s s
j k k j k k
NT NT

H l t t l
l l

t f

r m m k k r m m E e r m m E e

r m m r k k

π πτ τ
σ σ

− − − −⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎜ ⎟− − = − = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎝ ⎠
= − ⋅ −

∑ ∑  (2.27) 

 
Ο τελεστής Ε µπαίνει µπροστά και από τον εκθετικό όρο αφού τα lτ  είναι τυχαίες µεταβλητές 

(ανεξάρτητες από τα αντίστοιχα µεγέθη lc ). Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης αναλύεται σε γινόµενο δύο 

παραγόντων, µε τον πρώτο να εκφράζει την αυτοσυσχέτιση της συχνοτικής απόκρισης στον χρόνο (πεδίο 

του m ), και ο δεύτερος την αυτοσυσχέτιση στη συχνότητα (πεδίο του k).  
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Σηµειώνεται ότι η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της συχνοτικής απόκρισης στο χρόνο t  είναι ίδια µε 

την αντίστοιχη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της κρουστικής απόκρισης, εφόσον η συχνοτική απόκριση 

αποτελεί µετασχηµατισµό της κρουστικής απόκρισης στο πεδίο τ . Ο δεύτερος όρος της (2.27), η 

αυτοσυσχέτιση στο πεδίο της συχνότητας, υπολογίζεται ως εξής. Ισχύει :  
 
 { } ( )l l

l

a a
l lE e f e dτ τ

τ τ τ− −= ∫  (2.28) 

 
όπου ( )l lfτ τ  είναι η πυκνότητα πιθανότητας της µεταβλητής lτ  και ( )( )1 22 sa j NT k kπ= − . Η 

γενικότερη περίπτωση είναι η χρονική καθυστέρηση lτ  της όδευσης l , να έχει οµοιόµορφη κατανοµή 

στο χρονικό διάστηµα [ ]0, cpT , όπου cp cp sT N T=  η χρονική διάρκεια του κυκλικού προθέµατος του 

OFDM συµβόλου (θεωρώντας ότι για την µέγιστη καθυστέρηση maxτ  του καναλιού ισχύει max cpTτ ≤ ) 

[17]. ∆ηλαδή,  
 

 ( )
1     , 0

0           , 0  

,

,l

cp l cp

l

l cp

T T
f

T
τ

τ
τ

τ

⎧ ⎡ ⎤∈⎪ ⎣ ⎦= ⎨
⎡ ⎤∉⎪ ⎣ ⎦⎩

 (2.29) 

 
Θεωρώντας ότι η κατανοµή της ισχύος στις οδεύσεις του καναλιού (power delay profile) περιγράφεται 

από την εκθετικής µορφής σχέση της (2.15), δηλαδή { }2 exp l RMSl Cσ τ τ= ⋅ − , η ( )1 2fr k k−  γίνεται :   
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( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )
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1 2 0
0

1 2

1 2

1

1 1 2
                 

1 2
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f l
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τ τ

τ π

τ π

⎛ ⎞
− − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

− =

⎡ ⎤− − + −⎣ ⎦= ⋅
+ −

∑∫
  (2.30) 

 
Οι fr  και tr  είναι συναρτήσεις των διαφορών 1 2k k−  και 1 2m m−  αντίστοιχα, που είναι 

χαρακτηριστικό στατικής µε την ευρεία έννοια διαδικασίας. Αν και η τιµή της συνάρτησης 

αυτοσυσχέτισης δεν παίζει µεγάλο ρόλο, αφού αυτό που ενδιαφέρει είναι η εξάρτησή της από τους 

παράγοντες 1 2k k−  και 1 2m m− , συνήθως γίνεται η κανονικοποίηση ( ) ( )0 0 1f tr r= = , που επιπλέον 

εκφράζει ισχύ της συνχοτικής απόκρισης ίση µε µονάδα ( 1 2
0

1L
ll

σ−

=
=∑ ). Εποµένως, κανονικοποιώντας τον 

σταθερό παράγοντα cpCL T  της (2.30), προκύπτει η κανονικοποιηµένη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της 

( )H k  [17]:   
 

 ( )
( ) ( ){ }

( )( ) ( ) ( )( )
1 2

1 2 1 2
1 2

1 1 2
, 2

1 1 2

exp

exp
cp RMS s

f
RMS cp RMS RMS s

T j k k NT
r k k k k N

T j k k NT

τ π

τ τ τ π

⎡ ⎤− − + −⎣ ⎦− = − ≤ −
− − + −

 (2.31) 

 
Στην περίπτωση που το κανάλι περιγράφεται από FIR φίλτρο L  ασυσχέτιστων σηµείων (2.10) η 

(2.23) γίνεται : 
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 ( ) ( )
21

0
, 0 1,

L j lk
N

l
l

H m k c m e k N
π− −

=

= ≤ ≤ −∑  (2.32) 

 
 Η αυτόσυσχέτιση στην συχνότητα προκύπτει ότι ισούται µε  : 
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∑
 (2.33) 

 
µε τον πρώτο παράγοντα για κανονικοποίηση. Είναι χαρακτηριστικό της (2.33) ότι ( ) ( )f fr k r N k= − . 
 

 
Σχήµα 2-8  Μέτρο της αυτοσυσχέτισης της συχνοτικής απόκρισης σύµφωνα  

µε την σχέση (2.33) για διαφορετικές τιµές της σταθεράς τRMS. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3. Εκτίµηση και Εξίσωση Καναλιού 
 

 

 

 

3.1   Εξίσωση καναλιού 
 

Στα επόµενα θα θεωρηθεί ότι το κανάλι είναι τόσο αργά µεταβαλλόµενο ώστε στο πεδίο τιµών του 

SNR λειτουργίας του συστήµατος η επίδραση του ICI λόγω φαινοµένου Doppler να είναι αµελητέα και 

να ισχύει η γνωστή εξίσωση (2.21), η οποία γράφεται σε αναπαράσταση πινάκων :  
 

 
( )
( )    ,

Y X H W

H X W
m m m m

m m m

D

D

= +

= +
 (3.1) 

 
όπου ( ) ( )[ ]0 1Y , , T

m m mY Y N= −K , ( ) ( )[ ]0 1X , , T
m m mX X N= −K , ( ) ( )[ ]0 1H , , T

m m mH H N= −K  και 

( ) ( )[ ]0 1W , , T
m m mW W N= −K . Με ( ). T  συµβολίζεται ο ανάστροφος πίνακας και µε ( ).D  ο διαγώνιος 

πίνακας µε διαγώνια στοιχεία αυτά του διανύσµατος της παρένθεσης.  

Η διαδικασία εκτίµησης του συµβόλου ( )mX k  από το σύµβολο ( )mY k  φαίνεται στο σχήµα 3-1. Το 

αλλοιωµένο από το κανάλι και τον θόρυβο σύµβολο ( )mY k  διέρχεται από τον εξισωτή καναλιού η 

λειτουργία του οποίου είναι η αναίρεση της επίδρασης του καναλιού. Η έξοδος του δίνει µία προσωρινή 

εκτίµηση του συµβόλου ( )mX k
)

, η οποία στην συνέχεια διέρχεται από τον ανιχνευτή µέγιστης 

πιθανόφάνειας για να προκύπτει η τελική εκτίµηση ( )ˆ mX k  [1]. 

 

 

 

 

 
Σχήµα 3-1   ∆ιαδικασία ανίχνευσης των δεδοµένων στον δέκτη 

 

 

Με την θεώρηση ότι η συχνοτική απόκριση είναι γνωστή στο δέκτη, η εξίσωση καναλιού µπορεί να 

γίνει µε διαίρεση του ( )mY k  µε το ( )mH k  εφόσον η (2.21) είναι εξίσωση πρώτου βαθµού µε άγνωστο το 

( )mX k  (χωρίς να λαµβάνεται υπ’ όψιν ο θόρυβος). Θεωρώντας την δεύτερη ισότητα της (3.1) η εξίσωση 

του καναλιού περιγράφεται από την σχέση : 

 

Εξισωτής 
Καναλιού 

Ανιχνευτής 
Μέγιστης 

Πιθανοφάνειας 
( )mY k  

( )mX k
)

( )ˆ
mX k  
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 ( )1X H Ym m mD−=
)

, (3.2) 
 

Όπου ( ) ( )[ ]0 1X , , T
m m mX X N= −

) ) )
K  και ο συµβολισµός ( ) 1. −  εκφράζει αντίστροφο πίνακα. Η εξίσωση 

καναλιού µε αυτήν την διαδικασία ονοµάζεται και εξίσωση επιλογής µηδενικών (zero forcing 

equalization), γιατί η επίδραση του καναλιού αναιρείται πλήρως. Για την περίπτωση όπου ο θόρυβος 

είναι κανονικός και λευκός η εξίσωση επιλογής µηδενικών της (3.2) συµπίπτει µε την εξίσωση µέγιστης 

πιθανοφάνειας. 
Το µειονέκτηµα της εξίσωσης επιλογής µηδενικών είναι ότι στην περίπτωση που το ( )mH k  είναι 

πολύ µικρό, η διαίρεση του ( )mY k  µε αυτό θα έχει ως αποτέλεσµα την υπερβολική αύξηση της ισχύος 

του θορύβου, κάνοντας έτσι µεγαλύτερη την πιθανότητα λανθασµένης ανίχνευσης.. Στο σχήµα 3-2 

φαίνεται η πιθανότητα εσφαλµένης ανίχνευσης συµβόλου για την περίπτωση που το κανάλι (το οποίο 

είναι γνωστό στον δέκτη) ακολουθεί την Rayleigh στατιστική (καµπύλες Rayleigh fading στο σχήµα) [6], 

όπου είναι εµφανείς η µείωση της απόδοσης σε σχέση µε το ιδεατό κανάλι ( ) ( )0h n δ=  (AWGN) [1].  

 
 

 
 

Σχήµα 3-2   Πιθανότητα λανθασµένης ανίχνευσης QAM συµβόλου για ιδεατό και Rayleigh κανάλι 
 
 
 
 

3.2   Εκτίµηση Καναλιού 

 

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω για να γίνει η ανίχνευση µέγιστης πιθανοφάνειας του εισερχόµενου 

συµβόλου θα πρέπει να γίνει εξίσωση του καναλιού, το οποίο δεν είναι γνωστό και για αυτό το λόγο 

γίνεται εφαρµογή αλγορίθµων για τον προσδιορισµό του. Η πιο συνηθισµένη και απλή µέθοδος 

εκτίµησης καναλιού είναι η εκποµπή συµβόλων τα οποία είναι γνωστά στο δέκτη (πιλότοι) [7] µε την 

βοήθεια των οποίων ο αλγόριθµος εκτίµησης καναλιού αποκτά την βασική πληροφορία από την οποία 

εξάγει την συχνοτική απόκριση (pilot symbol assisted modulation – PSAM). Το µειονέκτηµα της χρήσης 

πιλότων, τα οποία µπορεί να είναι και ολόκληρα OFDM σύµβολα, είναι η σπατάλη ενέργειας και µέρους 



3. Εκτίµηση και Εξίσωση Καναλιού  27 

 

του διαθέσιµου εύρους ζώνης, κάνοντας έτσι πολύ σηµαντικό το θέµα της πυκνότητας των πιλότων 

ανάµεσα στα δεδοµένα αλλά και την κατανοµή τους (σχήµα 3-3).  

 

 

 

 

 

 

 

           

                             1                                                        2                                                       3 

Σχήµα 3-3   ∆ιάφορες κατανοµές πιλότων (µαύρα σηµεία) για την εκτίµηση καναλιού OFDM συστήµατος 

 

Εκτός από τους αλγόριθµους που κάνουν χρήση πιλότων έχουν προταθεί αλγόριθµοι τυφλής εκτίµησης 

καναλιού (blind channel estimation), στους οποίους δεν γίνεται χρήση πιλότων, αλλά µε βάση τα 

εισερχόµενα σύµβολα υπολογίζονται στατιστικά µεγέθη από τα οποία µε µαθηµατική επεξεργασία 

προκύπτει η συχνοτική απόκριση του καναλιού [30-32]. Το µειονέκτηµα τους είναι η µεγαλύτερη 

πολυπλοκότητα στην υλοποίησή τους σε σχέση µε τους PSAM αλγόριθµους, και η µεγάλη καθυστέρηση 

της εκτίµησης εφόσον ο υπολογισµός των στατιστικών µεγεθών γίνεται παίρνοντας το µέσο όρο από ένα 

µεγάλο αριθµό συµβόλων ώστε τα αποτελέσµατα να είναι στατιστικώς ακριβή. Οι αλγόριθµοι τυφλής 

εκτίµησης καναλιού δεν θα εξεταστούν.  

 

 

3.3   Εκτίµηση ελαχίστων τετραγώνων 
 

Στη συνέχεια θα θεωρηθεί ένα OFDM σύµβολο µέσω του οποίου µεταδίδονται γνωστά πιλοτικά 

σύµβολα, συνολικού αριθµού pN N≤ , στις πιλοτικές υπο-φέρουσες { } { }1 2 0 1, , , , ,N pp p pk k k N⊆ −K K  µε 

1 2 N pp p pk k k≤ ≤ ≤K . Μετά την αποδιαµόρφωση του εισερχόµενου στον δέκτη σήµατος µέσω του FFT θα 

ισχύει (παραλείποντας τον δείκτη m ) : 
 

 ( )Y X H Wp p p pD= +  (3.3) 

 
όπου ( ) ( )[ ]1X , , N p

T
p p pX k X k= K  το 1pN ×  διάνυσµα των πιλότων, ( ) ( )[ ]1Y , , N p

T
p p pY k Y k= K  τα 

αλλοιωµένα από το κανάλι και τον θόρυβο πιλοτικά σύµβολα, ( ) ( )[ ]1H , , N p

T
p p pH k H k= K  το διάνυσµα 

της συχνοτικής απόκρισης στις πιλοτικές συχνότητες και ( ) ( )[ ]1 , , N p

T
p p pW W k W k= K  το αντίστοιχο 

διάνυσµα του θορύβου. Στα επόµενα θα θεωρηθεί ότι τα πιλοτικά σύµβολα ( )pX k  προέρχονται από ένα 

αλφάβητο συµβόλων ίσης ενέργειας (όπως PSK σύµβολα). Η εξίσωση (3.3) αποτελεί ένα σύστηµα pN  

χρόνος

συ
χν
ότ
ητ
α 

Nt 

χρόνος 

συ
χν
ότ
ητ
α 

Nf 

χρόνος 

συ
χν
ότ
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γραµµικών εξισώσεων µε άγνωστο το διάνυσµα της συχνοτικής απόκρισης. Η βέλτιστη λύση Ĥ p  του 

συστήµατος είναι η λύση ελαχίστων τετραγώνων (Least Squares – LS), η οποία ελαχιστοποιεί το 

τετραγωνικό σφάλµα ( ) 2ˆY X Hp pD−  [4], [33], όπου για το 1n×  διάνυσµα [ ]1 2x , , T
nx x x= K  ισχύει 

2 2
1

n
ii

x x
=

=∑ . Για το σύστηµα της (3.3) προκύπτει ότι η εκτίµηση ελαχίστων τετραγώνων της 

συχνοτικής απόκρισης ισούται µε  
 

 

( )
( )

1

1         

         

,

,

Ĥ X Y

H X W

H W

LS p p p

p p p

p LS p

D

D

−

−

=

= +

= +

 (3.4) 

 
όπου το διάνυσµα ( ) ( ) ( )1 2,ˆ ˆ ˆ ˆH , , , N p

T
LS p LS p LS p LS pH k H k H k= ⎡ ⎤⎣ ⎦K  αποτελείται από τις εκτιµήσεις των τιµών 

της συχνοτικής απόκρισης στις πιλοτικές υπο-φέρουσες και το διάνυσµα ,WLS p  αποτελείται από δείγµατα 

λευκού κανονικού θορύβου ισχύος 1 SNR . Σηµειώνεται ότι στην περίπτωση που ο θόρυβος του 

συστήµατος είναι λευκός και κανονικός η εκτίµηση ελαχίστων τετραγώνων συµπίπτει µε την εκτίµηση 

µέγιστης πιθανοφάνειας.  

Από την (3.4) προκύπτει ότι η ακρίβεια της εκτίµησης εξαρτάται άµεσα από την ισχύ του θορύβου. 

Ως µέτρο της ακρίβειας χρησιµοποιείται το µέσο τετραγωνικό σφάλµα το οποίο για την εκτίµηση 

ελαχίστων τετραγώνων ισούται µε  
 

 
{ } { }2 21 1

1           ,

,
ˆH H WLS LS LS p

p p

MSE E E
N N

SNR

= − =

=

 (3.5) 

 
δηλαδή το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης εξαρτάται από την ισχύ του θορύβου του 

συστήµατος. 

 
 

3.4   Αλγόριθµοι εκτίµησης καναλιού 
 

Η εκτίµηση ελαχίστων τετραγώνων αποτελεί την απλούστερη εκτίµηση που µπορεί να κάνει ο δέκτης 

και αποτελεί την αρχική πληροφορία για τους πιο πολύπλοκους και ακριβέστερους αλγόριθµους 

εκτίµησης καναλιού. Σηµειώνεται ότι, σύµφωνα µε την (3.4), για την LS εκτίµηση απαιτείται ένας 

µιγαδικός πολλαπλασιασµός για κάθε  πιλοτική συχνότητα pk . Η LS εκτίµηση µπορεί να αποτελεί και 

την τελική εκτίµηση του καναλιού εφόσον γίνεται σε όλες τις συχνότητες µε χρήση ενός πιλοτικού 

OFDM συµβόλου όπου pN N= . Ένα τέτοιο σύστηµα που βασίζεται στην εκτίµηση ελαχίστων 

τετραγώνων, όπως στην περίπτωση όπου το κανάλι είναι στατικό και η εκτίµηση της συχνοτικής 

απόκρισης γίνεται στην αρχή της µετάδοσης µε χρήση ενός πιλοτικού OFDM συµβόλου [30], έχει 
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απόδοση κατά 3dB χειρότερη από την ιδεατή περίπτωση τέλειας γνώσης του καναλιού από τον δέκτη [8]. 

Η απόδοση αυτή είναι συγκρίσιµη µε ένα σύστηµα διαφορικής διαµόρφωσης στο οποίο ο δέκτης δεν 

χρειάζεται ακριβής γνώση του καναλιού (non-coherent detection) [1]. Εποµένως είναι αναγκαία η 

περαιτέρω επεξεργασία των αρχικών εκτιµήσεων για βελτίωση της ακρίβειάς τους ώστε το σύστηµα να 

έχει καλύτερη απόδοση. Επιπλέον, σε συνθήκες όπου το κανάλι µεταβάλλεται γρήγορα και χρειάζεται να 

γίνεται διαρκώς ανανέωση της εκτίµησή του, επειδή δεν είναι δυνατόν όλα τα σύµβολα να είναι πιλοτικά, 

θα πρέπει ο υπολογισµός της συχνοτικής απόκρισης να γίνει µε µεθόδους παρεµβολής (interpolation).  

Το µπλοκ διάγραµµα της διαδικασίας εκτίµησης καναλιού φαίνεται στο σχήµα 3-4. Μετά τον FFT 

στο δέκτη, τα γνωστά πιλοτικά σύµβολα ( )pY k  διέρχονται από τον εκτιµητή καναλιού, όπου γίνεται η 

αρχική εκτίµηση ελαχίστων τετραγώνων στις αντίστοιχες πιλοτικές συχνότητες και µε τον επιλεγµένο 

αλγόριθµο προκύπτει η τελική εκτίµηση του καναλιού ( )Ĥ k  για όλες τις συχνότητες του συστήµατος. 

Με βάση αυτήν την εκτίµηση γίνεται η εξίσωση καναλιού των ( )Y k  και στην συνέχεια ο ανιχνευτής 

µέγιστης πιθανοφάνειας δίνει την τελική εκτίµηση των δεδοµένων. Σηµειώνεται ότι ο αριθµός των 

OFDM συµβόλων που χρησιµοποιείται για την εκτίµηση του καναλιού µία συγκεκριµένη χρονική στιγµή 

µπορεί να είναι µεγαλύτερος του ενός οπότε είναι αναγκαία η εισαγωγή καθυστέρησης στο σύστηµα. 
 

 
 

Σχήµα 3-4  ∆ιαδικασία  εκτίµησης και εξίσωσης καναλιού στον δέκτη 
 
 

Στον πίνακα Ι παρουσιάζονται συνοπτικά οι PSAM αλγόριθµοι εκτίµησης καναλιού που θα 

περιγραφούν στην συνέχεια. Οι αλγόριθµοι εκτίµησης καναλιού µπορούν να καταταχτούν σε αρκετές 

επιµέρους κατηγορίες, ανάλογα µε το αν κάνουν χρήση πληροφορίας για την στατιστική του καναλιού 

και του θορύβου ή όχι, ή την επεξεργασία σήµατος σε µία ή δύο διαστάσεις, ενώ µέτρο της απόδοσής 

τους αποτελούν παράµετροι όπως η ακρίβεια της εκτίµησης για δεδοµένη κατανοµή πιλότων, η 

πυκνότητα των πιλότων που απαιτείται για την επίτευξη συγκεκριµένης απόδοσης και η πολυπλοκότητα 

υλοποίησής τους.  

 

 

 

 

 

Εκτίµηση 
Καναλιού 

Εξίσωση 
Καναλιού 

& 
Ανίχνευση 
Συµβόλων 

Ym(0) 

Ym(1) 

         Ym(N-1) 

( )0ˆ mH

( )1ˆ mH

( )1ˆ mH N −

Καθυστέρηση ( )0ˆ mX

( )1ˆ mX

( )1ˆ mX N −  



3. Εκτίµηση και Εξίσωση Καναλιού  30 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ  Ι 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γενικά, οι αλγόριθµοι που κάνουν χρήση της στατιστικής του καναλιού και του θορύβου του 

συστήµατος έχουν µεγαλύτερη ακρίβεια εκτίµησης, εφόσον η στατιστική αποτελεί επιπρόσθετη 

πληροφορία µαζί µε αυτήν των αρχικών LS εκτιµήσεων. Στην πράξη όµως, η ακριβής γνώση των 

στατιστικών παραµέτρων του συστήµατος δεν είναι εφικτή, ιδιαίτερα σε συνθήκες όπου αυτές 

µεταβάλλονται γρήγορα, κάνοντας έτσι σηµαντικό το πρόβληµα της στατιστικής στην οποία θα 

προσαρµοστεί ο αλγόριθµος, το οποίο θα εξεταστεί παρακάτω. Αλλά και οι αλγόριθµοι που βασίζονται 

µόνο στις αρχικές LS εκτιµήσεις, χρησιµοποιούν µερική γνώση της στατιστικής του καναλιού που είναι η 

µέγιστη διάρκειά της κρουστικής απόκρισης. Εφόσον το OFDM σύστηµα είναι σχεδιασµένο ώστε το 

κυκλικό πρόθεµα να αρκετής διάρκειας ώστε να µην υπάρχει αλληλοπαρεµβολή, µπορεί να θεωρηθεί η 

ως άνω όριο για την µέγιστη διάρκεια maxτ  της κρουστικής απόκρισης, η διάρκεια cpT  του κυκλικού 

προθέµατος. Όπως θα δειχθεί στην συνέχεια η θεώρηση αυτή βελτιώνει σηµαντικά την ακρίβεια της 

εκτίµησης.  

Εφόσον το κανάλι είναι σταθερό κατά την διάρκεια ενός OFDM συµβόλου η πιο απλή διαδικασία 

εκτίµησης του καναλιού είναι η χρήση των LS εκτιµήσεων των πιλότων που µεταδίδονται µέσω του ίδιου 

OFDM συµβόλου και η εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης σε όλες τις συχνότητες µε παρεµβολή. Αυτή 

η διαδικασία εκτίµησης της συχνοτικής απόκρισης ( )mH k  µε βάση την πληροφορία των πιλότων του m  

OFDM συµβόλου θα αναφέρεται στην συνέχεια ως εκτίµηση µε επεξεργασία σήµατος σε µία διάσταση, 

στην συγκεκριµένη περίπτωση την διάσταση της συχνότητας f . Στην περίπτωση που το κανάλι 

µεταβάλλεται τόσο γρήγορα, ακόµα και µεταξύ διαδοχικών συµβόλων, η χρήση αυτής της κατηγορίας 

αλγορίθµων απαιτεί την κατανοµή πιλότων της µορφής του σχήµατος 3-3-1 για την ανανέωση της 

εκτίµησης σε κάθε OFDM σύµβολο. Προφανώς η εκτίµηση µε επεξεργασία σήµατος σε µία διάσταση 

µπορεί να εφαρµοστεί και στην διάσταση του χρόνου t  µε µία κατανοµή πιλότων όπως αυτή του 

σχήµατος 3-3-2. Επειδή όµως στα πρακτικά OFDM συστήµατα η µεταβολή της συχνοτικής απόκρισης 

στην διάσταση f  είναι πολύ µεγαλύτερη από την µεταβολή στην διάσταση t , οι αλγόριθµοι εκτίµησης 

καναλιού εφαρµόζονται στην διάσταση f  όπου η παρεµβολή είναι πιο δύσκολη.  

• Πολυωνυµική παρεµβολή 
• IDFT-DFT Φίλτρο 
• Φίλτρο Wiener (MMSE εκτίµηση) 
• Απλοποίηση Wiener φίλτρου µέσω SVD 
• Παρεµβολή µέσω IDFT-DFT 
• Παρεµβολή µέσω IDFT-DFT µε γνώση στατιστικής 
• ML – MAP εκτίµηση 
• Επεξεργασία σήµατος στις δύο διαστάσεις  
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Ένα σηµαντικό πρόβληµα των αλγόριθµων επεξεργασίας σήµατος σε µία διάσταση είναι ότι η 

κατανοµή πιλότων όπως αυτή του σχήµατος 3-3-1 µειώνει αρκετά τον ρυθµό εκποµπής δεδοµένων. 

Μείωση της πυκνότητας των πιλότων και της πολυπλοκότητας της εκτίµησης µπορεί να επιτευχθεί 

γενικεύοντας τους παραπάνω αλγόριθµους σε αλγορίθµους εκτίµησης καναλιού που βασίζονται στην 

επεξεργασία σήµατος στις δύο διαστάσεις, f  και t . Γενικά αυτή η κατηγορία αλγορίθµων δίνει την ίδια 

ακρίβεια εκτίµησης µε µικρότερο αριθµό πιλότων σε σχέση µε τους αλγόριθµους επεξεργασίας σήµατος 

σε µία διάσταση. Αυτό συµβαίνει επειδή η θεώρηση της διάστασης t  από τον αλγόριθµο σηµαίνει 

(µερική ή ολική) γνώση της στατιστικής του στην διάσταση αυτή. Για παράδειγµα, εάν είναι γνωστό ότι 

το κανάλι µεταβάλλεται πολύ αργά, ο µέσος όρος των εκτιµήσεων του καναλιού που προέκυψαν σε 

κοντινά χρονικά διαστήµατα αναµένεται να µειώσει το σφάλµα της εκτίµησης. Μία τυπική κατανοµή 

πιλότων αυτής της κατηγορίας αλγορίθµων είναι αυτή του σχήµατος 3-3-3. Σηµειώνεται ότι µε κατανοµή 

αυτής της µορφής οι αλγόριθµοι επεξεργασίας σήµατος σε µία διάσταση δεν µπορούν να δώσουν 

εκτίµηση για κάθε χρονική στιγµή, ενώ αντίθετα οι αλγόριθµοι δισδιάστατης επεξεργασίας σήµατος 

µπορούν να δώσουν εκτίµηση για όλες τις χρονικές στιγµές µε οποιαδήποτε κατανοµή πιλότων, εφόσον 

αυτή ικανοποιεί ορισµένες προϋποθέσεις που θα εξεταστούν στην συνέχεια. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



4. Εκτίµηση Καναλιού µε Επεξεργασία 
Σήµατος σε Μία ∆ιάσταση   
 
 
 
 
4.1   Πολυωνυµική παρεµβολή 
 

Οι αλγόριθµοι πολυωνυµικής παρεµβολής αποτελούν τους απλούστερους αλγόριθµους εκτίµησης 

καναλιού και βασίζονται αποκλειστικά στις αρχικές LS εκτιµήσεις στις πιλοτικές υπο-φέρουσες. 

Θεωρώντας ένα OFDM σύµβολο και επιπλέον ότι η απόσταση των πιλοτικών συχνοτήτων είναι fN  

(άρτιος αριθµός) (σχήµα 3-3-1), η πιο απλή µέθοδος παρεµβολής είναι η θεώρηση ότι η συχνοτική 

απόκριση είναι σταθερή µεταξύ δύο διαδοχικών πιλοτικών συχνοτήτων, ή οποία αποκαλείται  παρεµβολή 

µηδενικής τάξης (zero-order-hold interpolation)  [2], [9].  

 Στο σχήµα 4-1-1 φαίνεται η εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης (το µέτρο) µε την παραπάνω 

µέθοδο για την περίπτωση όπου οι LS εκτιµήσεις στις πιλοτικές συχνότητες έχουν ληφθεί απουσία 

θορύβου. Προφανώς η µέθοδος αυτή δεν δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα αφού η συχνοτική απόκριση 

ενός τυπικού καναλιού δεν ικανοποιεί την παραδοχή στην οποία βασίζεται η παρεµβολή. Στην πράξη 

λόγω ενθόρυβης αρχικής LS εκτίµησης, η τελική εκτίµηση θα είναι ακόµα χειρότερη. 

 

 

 
       1                                   2 

Σχήµα 4-1  Εκτίµηση του µέτρου της συχνοτικής απόκρισης µε πολυωνυµικές  
µεθόδους παρεµβολής (µηδενικής τάξεως και γραµµικής) 
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Η πιο συνηθισµένη πολυωνυµική παρεµβολή είναι η γραµµική παρεµβολή [2], [9-12], [27], στην  

οποία θεωρείται ότι η συχνοτική απόκριση µεταβάλλεται γραµµικά µεταξύ δύο διαδοχικών πιλοτικών 

συχνοτήτων. Συγκεκριµένα για την υπο-φέρουσα ( ), 1f fk rN k r N≤ ≤ + , η εκτίµηση της συχνοτικής 

απόκρισης θα δίνεται από την σχέση : 
 

                     
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 , 0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

f LS f LS f LS f f
f

lH k H rN l H rN H r N H rN l N
N

= + = + + + ≤ ≤  (4.1) 

 
όπου ( )ˆ LS fH rN  και ( )( )1ˆ LS fH r N+  είναι οι LS εκτιµήσεις στις πιλοτικές συχνότητες frN  και ( )1 fr N+  

αντίστοιχα, r : ακέραιος. Στο σχήµα 4-1-2 φαίνεται η εκτίµηση µε γραµµική παρεµβολή (linear 

interpolation) της συχνοτικής απόκρισης απουσία θορύβου, όπου είναι εµφανής η βελτίωσή της σε σχέση 

µε την προηγούµενη µέθοδο. Επέκταση της γραµµικής παρεµβολής είναι η εκτίµηση της απόκρισης σε 

µία συχνότητα ως γραµµικός συνδυασµός των πλησιέστερων pK  πιλοτικών συχνοτήτων [11], δηλαδή 

της µορφής ( ) ( )( )
ˆ ˆl LSl k

H k a H l
∈

=∑ P  
όπου οι σταθερές la  αποτελούν τα “βάρη” του συνδυασµού και 

( ) { }1 , , N pp pk k k⊆ KP  είναι το σύνολο των pK  πιλοτικών συχνοτήτων που χρησιµοποιούνται για την 

εκτίµηση στην υπο-φέρουσα k . Η γραµµική παρεµβολή είναι ειδική περίπτωση για 2pK = . Οι τιµές 

των la  µπορούν να επιλεχτούν µε βάση απλά κριτήρια, αν και όπως θα αναφερθεί παρακάτω µπορούν να 

επιλεχτούν έτσι ώστε η εκτίµηση να είναι η καλύτερη δυνατή. 

Η πιο ακριβής θεωρητικά αλλά και πιο πολύπλοκη µέθοδος πολυωνυµικής παρεµβολής είναι αυτή 

που προσεγγίζει τις τιµές της συχνοτικής απόκρισης στις ενδιάµεσες των πιλοτικών συχνότητες ως 

σηµεία ενός πολυωνύµου τάξεως µεγαλύτερης ή ίσης του δύο [10-12]. Η πολυωνυµική παρεµβολή 

υψηλού βαθµού έχει γενικά καλύτερα αποτελέσµατα αφού η πολυωνυµική προσέγγιση δίνει πιο οµαλές 

καµπύλες συχνοτικής απόκρισης. Θεωρητικά, όσο µεγαλύτερη είναι η τάξη του πολυωνύµου τόσο 

ακριβέστερη αναµένεται να είναι και η εκτίµηση αλλά ταυτόχρονα αυξάνεται η πολυπλοκότητά της. 

Γενικά η εκτίµηση καναλιού µε απλή παρεµβολή δίνει την χειρότερη εκτίµηση από όλους τους 

άλλους αλγόριθµους εκτίµησης καναλιού, εφόσον υπάρχει απόκλιση µεταξύ της µορφής της καµπύλης 

που θεωρείται ότι ακολουθεί η συχνοτική απόκριση από την πραγµατική, και επιπλέον εξαρτάται άµεσα 

από τις ενθόρυβες LS εκτιµήσεις χωρίς καµία προσπάθεια µείωσης του θορύβου. Ιδιαίτερα στην 

περίπτωση που η συχνοτική απόκριση µεταβάλλεται έντονα κατά µήκος των συχνοτήτων, η ακρίβεια της 

εκτίµησης είναι περιορισµένη θέτοντας ένα κάτω όριο στην απόδοση του συστήµατος (error floor) Σε 

ηπιότερες συνθήκες όπου η συχνοτική απόκριση είναι σχετικά οµαλή, η πολυωνυµική παρεµβολή µπορεί 

να χρησιµοποιηθεί µε αποτελέσµατα αντίστοιχα πολυπλοκότερων αλγορίθµων, για µικρές τιµές του SNR 

[11]. Σηµειώνεται ότι για την εφαρµογή της πολυωνυµικής παρεµβολής δεν απαιτείται γνώση της 

στατιστικής του καναλιού, συµπεριλαµβανοµένης και της διάρκειας της κρουστικής απόκρισης. 
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4.2   Φίλτρα 

 

Οι αλγόριθµοι παρεµβολής που αναφέρθηκαν παραπάνω είναι εφαρµογή της µαθηµατικής θεωρίας 

πολυωνυµικής παρεµβολής στην εκτίµηση του καναλιού χωρίς να γίνεται καθόλου επεξεργασία σήµατος. 

Τα σηµεία στα οποία βασίζεται η παρεµβολή έχουν αποκτηθεί µέσω της LS εκτίµησης τα οποία λόγω 

θορύβου είναι εσφαλµένα. Επιπλέον η παρεµβολή µε τις παραπάνω µεθόδους απαιτεί πυκνή κατανοµή 

πιλότων ώστε η µεταβολή της συχνοτικής απόκρισης ανάµεσά τους να είναι µικρή. 

Για να περιορισθεί ο θόρυβος και να ελαττωθεί ο αριθµός των πιλοτικών συχνοτήτων εφαρµόζονται 

διαδικασίες επεξεργασίας σήµατος που έχουν στόχο την µείωση της επίδρασης του θορύβου και την 

επίτευξη ακριβέστερης παρεµβολής. Είναι γνωστό ότι και οι δύο διαδικασίες µπορούν να 

πραγµατοποιηθούν µέσω διέλευσης του σήµατος (πεπερασµένου εύρους ζώνης) από κατάλληλα φίλτρα 

[2]. 

Εξετάζοντας το πρόβληµα της εκτίµησης καναλιού µέσα από την θεωρία επεξεργασίας σήµατος, η 

όλη διαδικασία µπορεί να χωρισθεί σε τρεις επιµέρους κατηγορίες :  

1. δειγµατοληψία του σήµατος (δειγµατοληψία της συχνοτικής απόκρισης) 

2. ανασύσταση του σήµατος από τα δείγµατά του 

3. µείωση της επίδρασης του θορύβου 

Η δεύτερη κατηγορία είναι ουσιαστικά το πρόβληµα της παρεµβολής αλλά µε διαφορετική προσέγγιση 

από αυτήν των αλγορίθµων πολυωνυµικής παρεµβολής. 

Η χρήση πιλότων ανάµεσα στα δεδοµένα είναι ένας τρόπος δειγµατοληψίας της συχνοτικής 

απόκρισης του καναλιού. Η πληροφορία της συχνοτικής απόκρισης ( )ˆ LS pH k  που αποκτά ο δέκτής στην 

pk  πιλοτική υπο-φέρουσα έχει σηµασία µόνο εάν θεωρηθεί µαζί µε τις εκτιµήσεις όλων των άλλων 

πιλοτικών υπο-φέρουσων, εφόσον όλες µαζί αποτελούν την δειγµατοληπτηµένη συχνοτική απόκριση από 

την οποία µπορεί να γίνει η ανασύστασή της σε όλες τις συχνότητες. Αντίθετα  οι αλγόριθµοι 

πολυωνυµικής παρεµβολής κάνουν εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης σε µία συχνότητα µε βάση τις 

πλησιέστερες σε αυτήν πιλοτικές υπο-φέρουσες. Εφόσον εξετάζεται η εκτίµηση του καναλιού µέσω της 

θεωρίας δειγµατοληψίας οι πιλοτικές υπο-φέρουσες είναι λογικό να τοποθετούνται οµοιόµορφα ανάµεσα 

στο σύνολο των N  υπο-φέρουσων του συστήµατος ώστε να υπάρχει µία σταθερή περίοδος 

δειγµατοληψίας. Σηµειώνεται ότι οι αλγόριθµοι απλής παρεµβολής αν και µπορούν να υλοποιηθούν µε 

οποιαδήποτε κατανοµή πιλότων συνήθως χρησιµοποιείται και στην εφαρµογή τους οµοιόµορφη 

κατανοµή, επειδή δεν υπάρχει κάτι που να υποδεικνύει το αντίθετο. 

Η επαρκής δειγµατοληψία ενός σήµατος πεπερασµένου εύρους ζώνης επιβάλει κάποιους 

περιορισµούς στην συχνότητα µε την οποία δειγµατοληπτήται, που στην συγκεκριµένη περίπτωση 

σηµαίνει περιορισµό της µέγιστης τιµής του fN . Η ιδιαιτερότητα του προβλήµατος της εκτίµησης 

καναλιού είναι ότι η δειγµατοληψία του σήµατος δεν γίνεται στο πεδίο του χρόνου αλλά στο πεδίο της 

συχνότητας. Λόγω όµως της δυικότητας του µετασχηµατισµού Fourier το θεώρηµα δειγµατοληψίας 
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µπορεί να εφαρµοστεί “αντιστρέφοντας” τα δύο πεδία, χρόνου και συχνότητας. Εποµένως, η περίοδος 

δειγµατοληψίας του σήµατος είναι το µέγεθος fN f∆ , όπου f∆  είναι η απόσταση των διαδοχικών υπο-

φέρουσων του OFDM συστήµατος, και η συχνότητα δειγµατοληψίας το αντίστροφό αυτού, ( )1 fN f∆ . 

Σύµφωνα µε το θεώρηµα δειγµατοληψίας [2] το σήµα ( )cx t  πεπερασµένου εύρους ζώνης µε φάσµα   
 

 ( ) 02 0  ,cX j f f fπ = ≥ , (4.2) 
 
µπορεί να προσδιοριστεί από τα δείγµατά του ( ) ( ) , 0 1 2, , ,sx n x nT n≡ = ± ± K , εάν  

 
 02sf f≥ , (4.3) 

 
όπου 0, , s sT f f , η περίοδος δειγµατοληψίας, η συχνότητα δειγµατοληψίας και η µέγιστη συχνότητα του 

σήµατος. 

Στην περίπτωση της εκτίµησης καναλιού, το συνεχές σήµα του θεωρήµατος αντιστοιχεί στην 

συχνοτική απόκριση ( )2cH j fπ  του καναλιού και το πεπερασµένο του εύρους ζώνης του, αντιστοιχεί 

στην πεπερασµένη κρουστική απόκριση, ( ) 0, 0  max&h t t t τ= < > . Συγκρίνοντας την τελευταία σχέση µε 

την (4.2) προκύπτει ότι το µέγεθος maxτ  αντιστοιχεί στο δίπλευρο εύρος ζώνης του σήµατος. Εποµένως 

για να είναι δυνατή η ανασύσταση της συχνοτικής απόκρισης από τα δείγµατα της 

( ) ( )2c fH k H j kN fπ≡ ∆ ,  θα πρέπει να ικανοποιείται η συνθήκη [14], [15] : 
 

 
1 1

max
max

f
f

N
N f f

τ
τ

≥ ⇒ ≤
∆ ∆

 (4.4) 

 
Αυτός είναι και ο περιορισµός που επιβάλλεται στην απόσταση των πιλοτικών υπο-φέρουσων 

προκειµένου να είναι δυνατή η ανασύσταση της συχνοτικής απόκρισης. Στην περίπτωση που το κανάλι 

περιγράφεται από διακριτό FIR φίλτρο L σηµείων µε ( )1 maxsL T τ− =  (σχέση (2.10)) και 

χρησιµοποιώντας την σχέση ( )1 sf NT∆ =  η παραπάνω σχέση απλοποιείται στην [13] : 
 

 f
NN
L

≤  (4.5) 

   
Στην πράξη επειδή η διαδικασία της δειγµατοληψίας γίνεται παρουσία θορύβου, η κατανοµή των 

πιλοτικών συχνοτήτων είναι συνήθως πυκνότερη προκειµένου να µειωθεί η επίδρασή του όπως θα 

δειχθεί παρακάτω. 

Εφόσον ικανοποιείται το θεώρηµα δειγµατοληψίας το επόµενα ζήτηµα είναι η ανασύσταση του 

σήµατος από τα δείγµατά του. Από τις αρχικές LS εκτιµήσεις στις πιλοτικές συχνότητες προκύπτει η 

διακριτή ακολουθία  ,LS eH  (σχήµα 4-2)  η οποία περιγράφεται από την σχέση : 
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
,  0 2 1

0                                       ,  0 2 1
,

ˆ , , , ,

, , , ,
LS LS f f p f

LS e
f f p f

H k H k W k k N N N N
H k

k N N N N

⎧ = + = −⎪= ⎨
≠ −⎪⎩

K

K
                                (4.6) 0 ≤ k ≤ Ν-1 
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Η προσέγγιση του θέµατος της ανασύστασης του σήµατος από τα δείγµατά του γίνεται εξετάζοντας 

το σήµα στο πεδίο Fourier αυτού [2]. Στην συγκεκριµένη περίπτωση επειδή το σήµα είναι στο πεδίο της 

συχνότητας και επιπλέον αποτελεί µία διακριτή ακολουθία πεπερασµένου µήκους, διευκολύνει την 

ανάλυση η εξέταση του σήµατος στο πεδίο του (διακριτού) χρόνου µέσω του αντίστροφου διακριτού 

µετασχηµατισµού Fourier, IDFT. Ο IDFT της ακολουθίας ,LS eH  της  (4.6) είναι  
 

 

( ){ }( )( ) ( )

( )

21

0

21

0

1

1                                 , 0 1

, ,

ˆ
p

f

N j kn
N

LS e LS e
k

N j rn
N N

LS f
r

IDFT H k n H k e
N

H rN e n N
N

π

π

−

=

−

=

=

= ≤ ≤ −

∑

∑
 (4.7) 

 
Ο λόγος fN N  γενικά δεν είναι ακέραιος και δεν συµπίπτει µε τον αριθµό των πιλότων pN , µε 

εξαίρεση την περίπτωση όπου ο pN  είναι δύναµη του 2 (θεωρώντας ότι το N  του συστήµατος είναι και 

αυτό δύναµη του δύο). Ισχύει δηλαδή f pN N N ε= + , όπου ε  είναι ένας δεκαδικός αριθµός . Με την 

προσέγγιση ( ){ } ( ){ } { }
1

2 2 2exp exp expf p pj rn N N j rn N j rn N
ε

π π ε π= + =
�

, η (4.7) γράφεται 
 

 ( ){ }( )( ) ( )
21

0

1 , 0 1,
ˆ

p
p

N j rn
Np

LS e LS f
rp

N
IDFT H k n H rN e n N

N N

π−

=

= ⋅ ≤ ≤ −∑  (4.8) 

 
Η (4.8) δείχνει ότι ο IDFT της δειγµατοληπτηµένης ακολουθίας είναι ο IDFT pN -σηµείων της 

ακολουθίας ( ) , 0 1ˆ f pH rN r N≤ ≤ − , επαναλαµβανόµενος pN N  φορές στο διάστηµα 0 1n N≤ ≤ −  και 

πολλαπλασιασµένος µε µία σταθερά pN N . ∆ηλαδή 
 

 ( ){ } ( ){ } ( ){ }
 φορες

,
ˆ ˆ, ,

p

p
LS e LS f LS f

N N

N
IDFT H k IDFT H rN IDFT H rN

N
⎡ ⎤= ⎣ ⎦K
1444444442444444443

 (4.9) 

Η ακολουθία ( ){ }ˆ LS fH rN  είναι ίση µε ( ) ( ) ( ) , 0 1ˆ LS f f LS f pH rN H rN W rN r N= + ≤ ≤ − , δηλαδή η 

πραγµατική συχνοτική απόκριση στις υπο-φέρουσες , 0 1p prN r N≤ ≤ − , µαζί µε λευκό θόρυβο ισχύος 

1 SNR  (σχέση (3.4)). Ο IDFT pN -σηµείων της είναι :  

 

( ){ }( )( ) ( )
( )

( )
( )

2 21 1

0 0

1 1 , 0 1
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 (4.10) 

Σχήµα 4-2   
∆ειγµατοληπτηµένη 
συχνοτική απόκριση 
απουσία θορύβου. 
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Ο πρώτος όρος του αθροίσµατος ισούται µε 
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Χρησιµοποιώντας την προσέγγιση f pN N N=  η (4.11) γίνεται 
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∆ηλαδή ισούται µε την πραγµατική κρουστική συνάρτηση στα σηµεία 0 1pn N≤ ≤ − . Εφόσον 

ικανοποιείται το θεώρηµα δειγµατοληψίας ο αριθµός των πιλότων pN  είναι µεγαλύτερος ή ίσος από το 

µήκος L  της διακριτής κρουστικής απόκρισης, οπότε δεν χάνεται πληροφορία για το κανάλι. 

Ο δεύτερος όρος της (4.10) ισούται µε παρόµοιους συλλογισµούς µε 
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όπου ( )w n  είναι ο λευκός κανονικός θόρυβος του συστήµατος στο πεδίο του χρόνου µε ισχύ 2

wσ . Η 

(4.13) δεν µπορεί να απλοποιηθεί περαιτέρω όπως η (4.12) επειδή η µεταβλητή m παίρνει τιµές από 

µηδέν έως pN N> . Εφόσον ( )LSw n  αποτελεί γραµµικό µετασχηµατισµό κανονικού θορύβου η 

ακολουθία ( ){ }LSw n  αποτελείται και αυτή από δείγµατα κανονικού θορύβου [3] µε µέση τιµή   
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και αυτοσυσχέτιση  
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Από την (4.15) προκύπτει ότι ο θόρυβος ( ){ }LSw n  είναι λευκός µε ισχύ ( )2 1
LS pw N SNRσ = ⋅  η οποία 

εξαρτάται από το πλήθος των πιλοτικών συχνοτήτων. Από τις (4.9)-(4.15) προκύπτει ότι ο IDFT της 

δειγµατοληπτηµένης συχνοτικής απόκρισης ( ){ },LS eH k , είναι η ακολουθία 
 

 ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
 φορες

0 1

, , ,
p

p

N

p
LS e LS LS

n N

N
IDFT H k h n w n h n w n

N
≤ ≤ −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

644444474444448
K

1442443
 (4.16) 

 
η οποία αποτελείται από pN N  αντίγραφα της κρουστικής απόκρισης µαζί µε λευκό θόρυβο ισχύος 2

LSwσ  

πολλαπλασιασµένα µε τον παράγοντα pN N . Σηµειώνεται ότι το παραπάνω αποτέλεσµα είναι απολύτως 

ακριβές στην περίπτωση όπου ο pN  είναι δύναµη του δύο οπότε η προσέγγιση f pN N N�  ισχύει 

πραγµατικά. Γενικά όταν f pN N N≠  η προσέγγιση δεν είναι ικανοποιητική στις περισσότερες 

περιπτώσεις ώστε τα αποτελέσµατα που προέκυψαν παραπάνω να µην ισχύουν λόγω διαρροής ενέργειας 

του DFT στην σχέση (4.12). Σε αυτήν την περίπτωση η ( )LSh n  δεν αντιστοιχεί στην πραγµατική 

κρουστική απόκριση αλλά είναι µία παραµορφωµένη εκδοχή της. Στη συνέχεια θα θεωρηθεί ότι 

f pN N N= , που αντιστοιχεί στις περιπτώσεις όπου η απόσταση των πιλοτικών συχνοτήτων ισούται µε 

1, 2, 4, 8, fN = K . 

Στο σχήµα 4-3-1 φαίνεται ο κανονικοποιηµένος IDFT µιας τυπικής ακολουθίας ( ){ },LS eH k  η οποία 

προέκυψε από δειγµατοληψία συχνοτικής απόκρισης µε 4fN =  απουσία θορύβου, µαζί µε την 

πραγµατική κρουστική απόκριση, ενώ το σχήµα 4-3-2 είναι το αντίστοιχο µε ενθόρυβη δειγµατοληψία. 

Επιπλέον είναι 128, 32, 16pN N L= = = . 

 

 
 

                                                     1                                                                                                    2 
Σχήµα 4-3   IDFT δειγµατοληπτηµένης συχνοτικής απόκρισης.  

 
 

Φαίνεται ότι ο IDFT της δειγµατοληπτηµένης συχνοτικής απόκρισης αποτελείται από την 

πραγµατική κρουστική απόκριση, επαναλαµβανόµενη στο διάστηµα [0, 127] 4pN N = φορές, και µε το 
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πλάτος πολλαπλασιασµένο κατά ένα παράγοντα 1 4pN N = . Εφόσον η κρουστική απόκριση είναι 

πεπερασµένη σε pL N<  σηµεία, δεν υπάρχει επικάλυψη κάτι το οποίο θα συνέβαινε εάν δεν 

ικανοποιούταν το θεώρηµα δειγµατοληψίας. Για την ανασύσταση του σήµατος πρέπει το “φάσµα 

βασικής ζώνης” να αποµονωθεί από τα αντίγραφά του, και επιπλέον να πολλαπλασιαστεί το µέτρο του µε 

τον παράγοντα pN N . Άρα το φίλτρο (στο πεδίο του χρόνου) θα περιγράφεται από την ακολουθία : 
 

 ( )
, 0 1

0        , 
pN N n L

g n
n L
≤ ≤ −⎧= ⎨
≥⎩

 (4.17) 

 
και θα έχει την µορφή του σχήµατος  4-4, για την συγκεκριµένη περίπτωση όπου 4pN N = ,  

 

 
 

Σχήµα 4-4  Αναπαράσταση του φίλτρου της  (4.17) στο πεδίο του χρόνου. Το φίλτρο 
 αποτελείται από διακριτά σηµεία τα οποία στο σχήµα είναι ενωµένα µε συνεχή γραµµή. 

 
Σηµειώνεται ότι ο αριθµός των διαφόρων του µηδενός σηµείων του φίλτρου θα µπορούσε να είναι 

ίσος µε pN  αφού και τότε θα ήταν δυνατή η ανασύσταση του σήµατος εφόσον τα αντίγραφα της 

κρουστικής απόκρουσης αποκόπτονται από το φίλτρο. Όπως φαίνεται όµως στο σχήµα 4-3, η διέλευση 

από το φίλτρο των σηµείων pL n N≤ ≤  σηµαίνει διέλευση επιπλέον ανεπιθύµητου θορύβου πέρα από 

αυτόν που ήδη υπάρχει στα πρώτα L  σηµεία. Εποµένως η βέλτιστη απόδοση επιτυγχάνεται όταν το 

εύρος ζώνης του φίλτρου συµπίπτει ακριβώς µε την διάρκεια της κρουστικής απόκρισης. 

 

 

4.2.1   Υλοποίηση και πολυπλοκότητα 
 

Πολλαπλασιασµός στο πεδίο του χρόνου δύο διακριτών ακολουθιών N -σηµείων αντιστοιχεί σε 

κυκλική συνέλιξη των ακολουθιών στο πεδίο της συχνότητας σύµφωνα µε την γνωστή ιδιότητα του 

διακριτού µεταχηµατισµού Fourier [2] : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ), 0 1      , 0 1Nx n y n n N X k Y k k N≤ ≤ − ↔ ⊗ ≤ ≤ −  (4.18) 
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όπου ( ) ( ), x n y n  διακριτές ακολουθίες N -σηµείων και ( ) ( ),X k Y k  οι αντίστοιχοι διακριτοί 

µετασχηµατισµοί Fourier. Στην συγκεκριµένη περίπτωση η ακολουθία ( )x n  εκφράζει την 

αναπαράσταση της δειγµατοληπτηµένης συχνοτικής απόκρισης στο πεδίο του χρόνου (σχήµα 4-3) και η 

( ) ( )y n g n=  το φίλτρο µε την µορφή του σχήµατος 4-4. Επειδή ο όρος N  συµπεριλαµβάνεται στο 

πολλαπλασιασµό των σηµάτων στον χρόνο της (4.18), η (4.17) µετασχηµατίζεται µε τις µη µηδενικές 

τιµές του φίλτρου ( ) ( )y n g n=  να είναι ίσες µε 1 pN . Ο DFT N -σηµείων του φίλτρου θα είναι  
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 (4.19) 

 
Στο σχήµα 4-5 φαίνεται το µέτρο του φίλτρου ( )G k . 

 

 
Σχήµα 4-5   Αναπαράσταση του φίλτρου της  (4.19) στο πεδίο της συχνότητας. Το φίλτρο  
αποτελείται από  διακριτά σηµεία τα οποία στο σχήµα είναι ενωµένα µε συνεχή γραµµή. 

 
 

Η τελική εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης στο σηµείο k , ( )ˆ
fH k , θα δίνεται από την σχέση 

 
 ( ) ( ) ( ){ }( )   0 1,

ˆ ,f LS eH k H k G k k k N= ⊗ ≤ ≤ −  (4.20) 

 
Η hardware υλοποίηση της κυκλικής συνέλιξης µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε την χρήση φίλτρων της 

µορφής του σχήµατος 4-6 για κάθε σηµείο k  της συχνοτικής απόκρισης. 

 
 

 
Σχήµα 4-6   hardware υλοποίηση του φίλτρου της (4.20). 

  z-1   z-1   z-1 

+ ++

( ){ },LS eH k  

( )ˆ
fH k  

,0kG  ,1kG ,2kG , 1pk NG −  
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Οι τιµές των σηµείων των φίλτρων για κάθε k  προκύπτουν από την παρατήρηση ότι η κυκλική συνέλιξη 

των ακολουθιών ( ){ },LS eH k  και ( ){ }G k  περιγράφεται µε χρήση πινάκων από την σχέση :  
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 (4.21) 

 
Από την µορφή της (4.21) φαίνεται ότι οι τιµές , 0 1, 0 1,k i pG k N i N≤ ≤ − ≤ ≤ −  των σηµείων του k  

φίλτρου αντιστοιχούν στις τιµές της k  γραµµής του πίνακα G  και των στηλών που αντιστοιχούν στις 

pN  πιλοτικές συχνότητες. Συνεπώς χρειάζονται N  φίλτρα τάξεως 1pN −  για την τελική εκτίµηση µε 

την διαδικασία που περιγράφηκε παραπάνω. Από πλευράς πολυπλοκότητας η διαδικασία της εκτίµησης 

του καναλιού και στις N  συχνότητες του συστήµατος απαιτεί pN N⋅  πολλαπλασιασµούς.  

Εφόσον η παραπάνω ανάλυση βασίστηκε στην µεταφορά των ακολουθιών µεταξύ των δύο πεδίων 

Fourier είναι προφανές ότι η όλη διαδικασία µπορεί να υλοποιηθεί µε απευθείας εφαρµογή των 

µετασχηµατισµών IDFT – DFT ελαττώνοντας κατά πολύ την πολυπλοκότητα της εκτίµησης. Για αυτό το 

λόγο το φίλτρο που περιγράφηκε παραπάνω θα αναφέρεται στην συνέχεια ως IDFT-DFT φίλτρο. Η 

διαδικασία εκτίµησης καναλιού µέσω του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier θα εξεταστεί παρακάτω.  
  

 

 

4.2.2   Απόδοση της εκτίµησης 
 

Σύµφωνα µε την παραπάνω ανάλυση η τελική εκτίµηση του καναλιού µετά την εφαρµογή του 

φίλτρου είναι ουσιαστικά ο DFT N -σηµείων της ακολουθίας ( ) ( ) , 0 1 1LSh n w n n L N+ ≤ ≤ − ≤ − , ο 

οποίος ισούται µε ( ) ( ) ( ) , 0 1ˆ
f fH k H k W k k N= + ≤ ≤ − . Ο θόρυβος που διέρχεται στο πεδίο του χρόνου 

µέσω του φίλτρου είναι λευκός και ισχύει όπως αναφέρθηκε παραπάνω : 

 ( ) ( ){ } ( )1 2 1 2
1

LS LS
p

E w n w n n n
N SNR

δ∗ = −  (4.22) 

 
 Εποµένως στο πεδίο της συχνότητας ο DFT αυτού, ( )fW k  θα έχει αυτοσυσχέτιση   
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Από την (4.23) προκύπτει ότι ο θόρυβος της τελικής εκτίµησης είναι έγχρωµος. Το µέσο τετραγωνικό 

σφάλµα της εκτίµησης προφανώς θα εξαρτάται από την ισχύ του θορύβου και αναλυτικά υπολογίζεται 

θεωρώντας την σχέση  
 

 Ĥ H Wf f= +  (4.24) 
 

όπου ( ) ( )0 1ˆ ˆ ˆH , ,
T

f f fH H N= −⎡ ⎤⎣ ⎦K , ( ) ( )[ ]0 1H , , TH H N= −K , ( ) ( )[ ]0 1W , , T
f f fW W N= −K  τα 

1N ×  διανύσµατα που αντιστοιχούν στην τελική εκτίµηση του καναλιού, στο πραγµατικό κανάλι και 

στον έγχρωµο θόρυβο αντίστοιχα. Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης fMSE  είναι ο µέσος 

όρος του τετραγωνικού σφάλµατος στα N  σηµεία της συχνοτικής απόκρισης και ισούται µε  
 

 { }21 H Hf fMSE E
N

= −  (4.25) 

 
Η (4.25) µαθηµατικά ισούται µε  
 

 

{ }
{ } ( )( ){ }

( ) ( ){ }

2

2

1

1 1          

1          

ˆH H

ˆ ˆ ˆH H H H H H

ˆ ˆH H H H

f f

H

f f f

H

f f

MSE E
N

trace E trace E
N N

E
N

= −

⎡ ⎤⎡ ⎤= − = − −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − −

 (4.26) 

 
όπου ο συµβολισµός  ( ). H  εκφράζει ερµητιανό πίνακα και [ ].trace  το ίχνος του πίνακα. 

Χρησιµοποιώντας την δεύτερη ισότητα της (4.26) προκύπτει ότι : 
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όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από την (4.23). Από την (4.27) φαίνεται ότι το µέσο τετραγωνικό 

σφάλµα της εκτίµησης εξαρτάται από το µήκος L  της κρουστικής απόκλισης του καναλιού και από το 

πλήθος των πιλοτικών συχνοτήτων. Η καλύτερη δυνατή εκτίµηση γίνεται στην περίπτωση όπου pN N= , 

ενώ για pN L=  η εκτίµηση είναι της ίδιας ακρίβειας µε την LS εκτίµηση, µε τη διαφορά ότι η τελευταία 

χρειάζεται όλες οι υπο-φέρουσες να είναι πιλοτικές. Στην περίπτωση όπου η διάρκεια του καναλιού δεν 

είναι γνωστή ακριβώς µπορεί να θεωρηθεί ο αριθµός cpN  των σηµείων του κυκλικού προθέµατος οπότε η 

τιµή L  της σχέσης  (4.27) θα αντικατασταθεί από την τιµή cpN . Εφόσον cpN L>  η ακρίβεια της 

εκτίµησης θα είναι µικρότερη. 
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4.3   Φίλτρο ιδεατής παρεµβολής 
 

Μία άλλη µέθοδος παρεµβολής διακριτής ακολουθίας που προέκυψε από την δειγµατοληψία 

συνεχούς σήµατος ( )cx t  πεπερασµένου εύρους ζώνης είναι η χρήση φίλτρου ιδεατής παρεµβολής (ideal 

interpolator) [2], [18], [22]. Το φίλτρο µετατρέπει µία ακολουθία ( ){ } ( ){ }cx n x nT≡ στην ακολουθία 

( ){ } ( ){ }i cx n x nT ′≡  όπου iT T L′ = , iL : ακέραιος, για την οποία ισχύει ( ) ( )i ix n x n L= , 0, , 2i in L L= ± ±  

(Σηµείωση : το µέγεθος iL  δεν έχει σχέση µε το µήκος L  της κρουστικής απόκρισης του καναλιού). Το 

ιδεατό φίλτρο που πραγµατοποιεί την παρεµβολή είναι το ( ) ( ) ( )sini i ih n n L n Lπ π=  και η ( ){ }ix n  

προκύπτει από την γραµµική συνέλιξη [2] : 
 

 ( ) ( )
( )

( )
sin i i

i
k i i

n kL L
x n x k

n kL L
π

π

+∞

=−∞

⎡ ⎤−⎣ ⎦=
−∑  (4.28) 

 
Σηµειώνεται ότι η ακολουθία που εισέρχεται στο φίλτρο αλλά και το ίδιο το φίλτρο θεωρούνται στην 

ανάλυση ως απείρων σηµείων. Η συχνοτική απόκριση ( )j
iH e ω  ενός τέτοιου φίλτρου φαίνεται στο 

σχήµα 4-7. 

 

 
Σχήµα 4-7   Συχνοτική απόκριση του φίλτρου ιδεατής παρεµβολής 

 

Στην συγκεκριµένη περίπτωση η αρχική ακολουθία είναι η ( ){ } ( ) ( ){ }1,ˆ ˆ ˆ, , N pLS p LS p LS pH k H k H k= K  

που αποτελείται από τις LS εκτιµήσεις του καναλιού στις πιλοτικές συχνότητες 
ipk , χωρίς ενδιάµεσα 

µηδενικά σηµεία, και η οποία έχει περίοδο δειγµατοληψίας fN f∆ . Εποµένως σε αντιστοιχία µε την 

(4.28) η ζητούµενη ακολουθία µε περίοδο δειγµατοληψίας f∆  θα  δίνεται από την σχέση  
 

 ( ) ( )
( )

( )
1

0
,

sinˆ
pN

f f
i LS p

r f f

r kN N
H k H r

r kN N

π

π

−

=

⎡ ⎤−⎣ ⎦=
−

∑  (4.29) 

 
όπου η άθροιση δεν γίνεται σε άπειρους όρους επειδή η ( ){ },

ˆ
LS pH k  είναι πεπερασµένη σε pN  σηµεία 

οπότε και το µήκος του φίλτρου περιορίζεται και αυτό σε pN  σηµεία.  
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 Η ακρίβεια της εκτίµησης ενός τέτοιου φίλτρου γενικά δεν θα είναι ικανοποιητική εφόσον το εύρος 

ζώνης του στο πεδίο του χρόνο όπως φαίνεται από το σχήµα 4-7 επιτρέπει την διέλευση ανεπιθύµητου 

θορύβου στις “συχνότητες” µεγαλύτερες από 2 fNπ π− . Επιπλέον η υλοποίηση του φίλτρου µε 

πεπερασµένο αριθµό σηµείων προκαλεί παραµόρφωση της ιδεατής συχνοτικής απόκρισης του σχήµατος  

4-7. 
 
 
 
 
 

4.4   Φίλτρα Wiener (MMSE εκτίµηση) 
 

Από την ανάλυση της εκτίµησης καναλιού µέσω IDFT-DFT φίλτρου προέκυψε ότι η ακρίβεια της 

εκτίµησης εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από την γνώση του µήκους L  της διακριτής FIR κρουστικής 

απόκρισης. Η γνώση του L  επιτρέπει την εκτίµηση µε µέσο τετραγωνικό σφάλµα που δίνεται από την 

(4.27), ανεξάρτητα από τον θόρυβο του συστήµατος και την κατανοµή της ισχύος στα σηµεία της 

κρουστικής. Εάν ο δέκτης έχει πληροφορία για αυτά τα µεγέθη – τον θόρυβο και την κατανοµή της 

ισχύος του καναλιού – η εκτίµηση µπορεί να βελτιωθεί. 

Στην θεωρία φίλτρων υπάρχει µία κατηγορία βέλτιστων γραµµικών φίλτρων που ονοµάζονται 

Wiener φίλτρα. Τα φίλτρα αυτά είναι βέλτιστα µε κριτήριο ότι η έξοδος τους έχει το ελάχιστο δυνατό 

µέσο τετραγωνικό σφάλµα [5]. Για να επιτευχθεί αυτό χρειάζεται να είναι γνωστές ορισµένες στατιστικές 

παράµετροι της ακολουθίας εισόδου, που είναι η αυτοσυσχέτισή της ίδιας της ακολουθίας αλλά και του 

θορύβου που είναι ενσωµατωµένος στα δείγµατά της. Η ανάγκη γνώσης αυτών των µεγεθών προκύπτει 

από τον περιορισµό που επιβάλλεται στην έξοδο του φίλτρου σε σχέση µε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα. 

Προφανώς και τα Wiener φίλτρα πρέπει να ικανοποιούν τις βασικές παραµέτρους ενός απλού φίλτρου 

όπως είναι το κατάλληλο εύρος ζώνης. Στην συνέχεια θα υπολογιστούν αναλυτικά τα σηµεία ενός 

Wiener φίλτρου µέσω του οποίου θα προκύψει η εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης από τα 

δειγµατοληπτηµένα σηµεία της.  

Θα θεωρηθεί ότι η εκτίµηση σε κάθε υπο-φέρουσα k  γίνεται µε βάση το σύνολο αρχικών LS 

εκτιµήσεων όλων των πιλοτικών συχνοτήτων του OFDM συµβόλου, οι οποίες περιγράφονται από το 

1pN ×  διάνυσµα ( ) ( ) ( )1 2,
ˆ ˆ ˆ ˆH , , , N p

T
LS p LS p LS p LS pH k H k H k⎡ ⎤= ⎣ ⎦K . Εποµένως η εκτίµηση θα δίνεται από την 

σχέση :  
 

 ( ) ,
ˆ ˆa HT

MMSE k LS pH k =  (4.30) 
 
όπου ( )ˆ

MMSEH k  είναι η εκτίµηση ελάχιστου µέσου τετραγωνικού σφάλµατος (MMSE) στην υπο-

φέρουσα k  και ( ) ( ) ( )[ ]0 1 1a , , , T
k k k k pa a a N= −K  το 1pN ×  διάνυσµα µε τα σηµεία του φίλτρου. Ο 

δείκτης k  υποδηλώνει ότι για κάθε σηµείο k  η εκτίµηση γίνεται µε ξεχωριστό φίλτρο. Το µέσο 

τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης για οποιεσδήποτε τιµές των σηµείων του φίλτρου θα ισούται µε  
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 (4.31) 

 
Η απαίτηση το ak  να είναι τέτοιο ώστε να ελαχιστοποιείται το µέσο τετραγωνικό σφάλµα σηµαίνει ότι 

θα πρέπει να ικανοποιεί την σχέση  :   
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 (4.32) 

 
όπου { }XYR XYHE=  ο πίνακας ετεροσυσχέτισης των πινάκων/διανυσµάτων X  και Y  [3]. 

Η (4.32) δίνει τα σηµεία του Wiener φίλτρου µέσω του οποίου γίνεται η MMSE εκτίµηση του 

καναλιού στην συχνότητα k . Η σχέση αυτή επιβεβαιώνει αυτό που αναφέρθηκε παραπάνω, ότι τα 

φίλτρα αυτής της κατηγορίας απαιτούν την γνώση στατιστικής πληροφορίας που είναι οι πίνακες 

ετεροσυσχέτισης των ( ) ,ĤLS pH k −  και , ,ˆ ˆH HLS p LS p− . Για ευκολία θα θεωρηθεί η περίπτωση όπου 

pN N=  δηλαδή έχει γίνει LS εκτίµηση σε όλες τις συχνότητες, οπότε 

( ) ( ) ( )0 1 1,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH H , , ,
T

LS p LS LS LS LSH H H N= = −⎡ ⎤⎣ ⎦K . Σε αυτή την περίπτωση η χρήση του φίλτρου µειώνει 

την επίδραση του θορύβου (smoothing) [3], [14]. 

Ο πρώτος πίνακας αυτοσυσχέτισης υπολογίζεται αναλυτικά ως εξής :  
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Είναι : 
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 (4.34) 

 
εφόσον ( ) ( ){ }1 2 1 20, ,E H k W k k k∗ = ∀ . Εποµένως η (4.34) γίνεται : 
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Ο πίνακας αυτοσυσχέτισης του ĤLS  ισούται µε : 
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 (4.36) 

όπου 
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(4.37) 

Τελικά προκύπτει  
 

 
1

ˆ ˆ HHH H
R R I

LS LS SNR
= +  (4.38) 

 
όπου I  είναι ο µοναδιαίος πίνακας. Από τις (4.32), (4.35), (4.38) τελικά προκύπτει ότι : 
 

 ( )

11
HHHa R R IT

k H k SNR

−
⎛ ⎞= ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.39) 

 

και η τελική εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης είναι από τις (4.30), (4.39) ίση µε :  
 

 ( ) ( )

11
HHH

ˆ ˆR R I HMMSE LSH kH k
SNR

−
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.40) 

 
όπου ( )ˆ MMSEH k  η τελική εκτίµηση µε το ελάχιστο µέσο τετραγωνικό σφάλµα. Με συµβολισµό πινάκων 

η MMSE εκτίµηση για όλες τις συχνότητες, ( ) ( )0 1ˆ ˆ ˆH , ,
T

MMSE MMSE MMSEH H N= −⎡ ⎤⎣ ⎦K  δίνεται για την 

γενική περίπτωση pN N≤  πιλοτικών συχνοτήτων από την σχέση 
 

 

1

11           
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ˆ ˆHH ,H H
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p LS p LS p

p p p

MMSE LS p

LS pSNR

−

−

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠14444244443

 (4.41) 

 
Ο πίνακας Α µπορεί να προκύψει και ως ο πίνακας για τον οποίο ελαχιστοποιείται η ποσότητα 

( ) { }2
1 ,ˆH AHLS pN E − . Εφόσον είναι διαστάσεων pN N× , το φίλτρο έχει πολυπλοκότητα pN  

πολλαπλασιασµούς ανά εκτίµηση.  

Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης προκύπτει ίσο µε  
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Από την (4.42) φαίνεται ότι το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της MMSE εκτίµησης εξαρτάται από την ισχύ 

του θορύβου του συστήµατος αλλά και από την στατιστική του καναλιού. Εφόσον το φίλτρο έχει 

προσαρµοστεί στην στατιστική του καναλιού και του θορύβου αναµένεται να δώσει καλύτερη εκτίµηση 

σε σχέση µε το απλό IDFT-DFT φίλτρο. Στο σχήµα 4-8-1 φαίνεται η απόκριση του Wiener φίλτρου της 

σχέσης (4.39) στο πεδίο του χρόνου το οποίο έχει προσαρµοστεί σε κανάλι µε εκθετικά µειωµένη 

κατανοµή ισχύος στα σηµεία της κρουστικής του απόκρισης ( ){ }h n (σχέση (2.15)),  για διάφορες τιµές 

του SNR, ενώ στο 4-8-2 φαίνεται η προσαρµογή του φίλτρου για SNR = 10dB σε διάφορες τιµές της 

σταθεράς RMSτ  που χαρακτηρίζει την κατανοµή ισχύος της ( ){ }h n . Όσο µικρότερη είναι η σταθερά RMSτ  

τόσο µικρότερη είναι και η µη αµελητέα διάρκεια της κρουστικής απόκρισης, που σηµαίνει οµαλότερη 

συχνοτική απόκριση. Είναι εµφανής η προσαρµογή του φίλτρου στην στατιστική καναλιού και θορύβου 

µε χαρακτηριστικό ότι για µεγάλη ισχύ θορύβου το φίλτρο αποκόπτει πληροφορία του καναλιού 

προκειµένου να µειώσει ακόµα περισσότερο την ισχύ του θορύβου. 
 
 

 
       1                                             2 

Σχήµα 4-8   1. Προσαρµογή του Wiener φίλτρου στην ισχύ του θορύβου, 
2. Προσαρµογή του Wiener φίλτρου στην κατανοµή ισχύος της κροσυτικής. 

 
 

 

4.4.1   Προσαρµογή του Wiener φίλτρου σε στατιστική διαφορετική από την πραγµατική 
 
Στην πράξη, η στατιστική του καναλιού και του θορύβου δεν είναι γνωστή οπότε και η εκτίµηση δεν 

έχει την ακρίβεια της (4.42) εφόσον υποχρεωτικά η µη ακριβής γνώση της στατιστικής οδηγεί σε 
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απόκλιση (mismatch) από την ιδανική περίπτωση της απόλυτης προσαρµογής του φίλτρου στις συνθήκες 

λειτουργίας του συστήµατος, µε πιθανή την περίπτωση προσαρµογής σε στατιστική εντελώς διαφορετική 

από την πραγµατική που θα οδηγήσει σε µεγάλο σφάλµα εκτίµησης. Επιπλέον, η εφαρµογή διαδικασίας 

υπολογισµού της στατιστικής µε σκοπό την προσαρµογή του φίλτρου σε αυτήν επιβαρύνει υπολογιστικά 

το δέκτη κάνοντας έτσι επιθυµητή την προσαρµογή του Wiener φίλτρου σε στατιστική που να επιτρέπει 

την σωστή λειτουργία σε όλες τις περιπτώσεις, µε κόστος την µείωση της απόδοσης σε σχέση µε την 

ιδεατή περίπτωση της απόλυτης προσαρµογής του φίλτρου στις πραγµατικές συνθήκες. 

Όπως και στην περίπτωση του IDFT-DFT φίλτρου µπορεί να θεωρηθεί ότι η διάρκεια της 

κρουστικής απόκρισης ισούται µε την διάρκεια του κυκλικού προθέµατος. Αν και στην περίπτωση που η 

διάρκεια του καναλιού είναι µικρότερη, το φίλτρο επιτρέπει την διέλευση σε µεγαλύτερο µέρος του 

θορύβου οπότε υπάρχει µείωση της απόδοσης, το φίλτρο δεν θα χάσει ποτέ πληροφορία του καναλιού 

που θα οδηγούσε σε µεγάλο σφάλµα.  

Το επόµενο θέµα είναι η αυτοσυσχέτιση του καναλιού στην οποία θα προσαρµοστεί το φίλτρο. Από 

το σχήµα 4-8-2 φαίνεται ότι η προσαρµογή του φίλτρου σε ηπιότερο κανάλι από το πραγµατικό θα 

προκαλέσει σφάλµα εφόσον αποκόπτει πληροφορία από τα τελευταία σηµεία της κρουστικής απόκρισης 

τα οποία πιθανόν να µην είναι αµελητέα. Εποµένως η καταλληλότερη επιλογή είναι η προσαρµογή του 

φίλτρου στο χειρότερο δυνατό κανάλι που πρόκειται να αντιµετωπίσει το σύστηµα που στην γενικότερη 

περίπτωση αντιστοιχεί κρουστικής απόκρισης µε οµοιόµορφη κατανοµή ισχύος [17]. Αντίστοιχα για το 

SNR στο οποίο θα προσαρµοστεί το φίλτρο, από το σχήµα  4-8-1 φαίνεται ότι η επιλογή µεγάλου SNR 

είναι η καταλληλότερη. 

Προφανώς η απόδοση του Wiener φίλτρου θα είναι χειρότερη από την απόδοση ενός 

προσαρµοσµένου στις πραγµατικές συνθήκες φίλτρου, άρα το µέσο τετραγωνικό σφάλµα θα είναι 

µεγαλύτερο από αυτό της σχέσης (4.42). Εφόσον όµως το χειρότερο δυνατό κανάλι που πρόκειται να 

αντιµετωπίσει το σύστηµα δεν έχει οµοιόµορφη κατανοµή ισχύος στα σηµεία της ( )h n  και το µέγιστο 

SNR λειτουργίας του συστήµατος δεν είναι τέτοιο ώστε το φίλτρο να είναι “τετραγωνισµένο” στο πεδίο 

του χρόνου, η εκτίµηση θα είναι καλύτερη από αυτή του IDFT-DFT φίλτρου. Αν κάτι τέτοιο όµως δεν 

ισχύει, τότε τα δύο φίλτρα έχουν την ίδια απόδοση.  

 

 
4.5   Μείωση της πολυπλοκότητας του Wiener φίλτρου  
 
4.5.1   Φίλτρο χαµηλής τάξης 

 

Τo Wiener φίλτρο εκτός της καλύτερης απόδοσης σε σχέση µε τo IDFT-DFT φίλτρο, έχει το 

πλεονέκτηµα της εφαρµογής του σε απλοποιηµένη µορφή, ώστε η υπολογιστική πολυπλοκότητα της 

εκτίµησης να µειωθεί. Εάν το σύστηµα έχει pN  πιλοτικές συχνότητες, η πολυπλοκότητα της εκτίµησης 
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σύµφωνα µε την ανάλυση της (4.39) είναι pN  µιγαδικοί πολλαπλασιασµοί ανά εκτίµηση. Το φίλτρο 

δηλαδή εκµεταλλεύεται όλες τις πιλοτικές συχνότητες και χρησιµοποιώντας την αυτοσυσχέτιση του 

καναλιού δίνει την τελική εκτίµηση.   

Η µείωση της πολυπλοκότητας µπορεί να επιτευχθεί χρησιµοποιώντας για την εκτίµηση σε κάποια 

συχνότητα, την πληροφορία των πλησιέστερων σε αυτή p pK N<  πιλοτικών συχνοτήτων. Επειδή η 

συσχέτιση συχνοτήτων που απέχουν αρκετά µεταξύ τους είναι µικρή, η αγνόησή τους έχει µικρή 

επίδραση στην ακρίβεια της εκτίµησης, µε κέρδος την ελάττωση της πολυπλοκότητας σε pK  

πολλαπλασιασµούς ανά εκτίµηση. Ο αριθµός pK  εξαρτάται από την µορφή της συχνοτικής απόκρισης 

του καναλιού. Ένα κανάλι που έχει έντονα µεταβαλλόµενη συχνοτική απόκριση (frequency selective 

channel) έχει και µικρό συνεχές εύρος ζώνης, εποµένως οι συχνότητες που έχουν µεγάλη συσχέτιση 

µεταξύ τους είναι σχετικά λίγες άρα µικρός αριθµός pK  είναι επαρκής. Αντίθετα ένα κανάλι µε οµαλή 

συχνοτική απόκριση και µεγάλο συνεχές εύρος ζώνης απαιτεί µεγαλύτερο pK  προκειµένου το φίλτρο να 

εκµεταλλευτεί την γνώση της αυτοσυσχέτισης του καναλιού [23]. 

Τα σηµεία του φίλτρου τάξεως 1pK −  για την εκτίµηση σε µία υπο-φέρουσα k  υπολογίζονται µε 

αντίστοιχο τρόπο µε την περίπτωση του φίλτρου τάξεως 1pN − . Στο σχήµα 4-9 φαίνεται η µεταβολή των 

σηµείων του φίλτρου ανάλογα µε τον αριθµό pK  για την περίπτωση όπου έχει γίνει αρχική LS εκτίµηση 

σε όλες τις συχνότητες ( pN N= ). Στην ακραία περίπτωση όπου 1pK =  η εκτίµηση είναι ίδια µε την LS 

εκτίµηση. 

 

 
Σχήµα 4-9   Προσαρµογή των σηµείων του Wiener φίλτρου για την εκτίµηση στη κεντρική συχνότητα (k = 64), 

 ανάλογα µε τον αριθµό των pK  LS εκτιµήσεων που χρησιµοποιούνται   
 
 

 

 

4.5.2   Εφαρµογή SVD 
 

Η σχέση (4.41) που δίνει την εκτίµηση µε χρήση Wiener φίλτρου, επειδή είναι σε µορφή πινάκων 

µπορεί να απλοποιηθεί χρησιµοποιώντας την θεωρία γραµµικής άλγεβρας. Για λόγους ευκολίας στην 
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µαθηµατική ανάλυση θα θεωρηθεί η περίπτωση όπου όλες οι συχνότητες είναι πιλοτικές ( pN N= ). Τότε 

η (4.41) γίνεται  
 

 
11

HH HH

A

ˆ ˆH R R I HMMSE LSSNR

−
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠14444244443

 (4.43) 

 
Το ζητούµενο είναι η απλοποίηση του πίνακα Α έτσι ώστε η εκτίµηση σε κάθε συχνότητα να έχει 

πολυπλοκότητα µικρότερη από N  πολλαπλασιασµούς κάνοντας χρήση των αρχικών LS εκτιµήσεων σε 

όλες τις συχνότητες. Η απλοποίηση θα προέλθει από τον µετασχηµατισµό του πίνακα αυτοσυσχέτισης 

της συχνοτικής απόκρισης  
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 (4.44) 

 
όπου ( )Hr k  είναι η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της συχνοτικής απόκρισης. Για την περίπτωση FIR 

κρουστικής απόκρισης µε κατανοµή ισχύος που µειώνεται εκθετικά, η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης 

δίνεται από την (2.33). Από την (2.33) φαίνεται ότι ( ) ( )H Hr k r k∗− = . Η ιδιότητα αυτή ισχύει για την 

συνάρτηση αυτοσυσχέτισης οποιασδήποτε στοχαστικής διαδικασίας στατικής µε την ευρεία έννοια [5]. 

Με βάση την παρατήρηση αυτή ο πίνακας HHR  γράφεται : 
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 (4.45) 

 
Από την (4.45) προκύπτει ότι HH HHR RH= , δηλαδή ο πίνακας αυτοσυσχέτισης της συχνοτικής 

απόκρισης είναι ερµιτιανός. Από την θεωρία γραµµικής άλγεβρας ο πίνακας HHR  µπορεί να αναλυθεί ως 

[4] :  
 

 H
HHR UΛU=  (4.46) 

 
όπου U  είναι ο µοναδιαίος N N×  πίνακας µε στήλες τα ορθοκανονικά ιδιοδιανύσµατα ui  του πίνακα 

HHR  και [ ]( )1 2, , , ND λ λ λ= KΛ  ο N N×  διαγώνιος πίνακας µε διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιµές iλ . 

Επειδή ο HHR  είναι ερµιτιανός, οι ιδιοτιµές του θα είναι πραγµατικές και µεγαλύτερες ή ίσες του 

µηδενός [4]. Επιπλέον είναι διατεταγµένες στην διαγώνιο του Λ σε φθίνουσα σειρά, δηλαδή 

1 2 0Nλ λ λ≥ ≥ ≥ ≥K . Εποµένως η (4.43) γίνεται  
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όπου έγινε χρήση της σχέσης 1U UH −= . Ο πίνακας ∆ είναι ένας N N×  διαγώνιος πίνακας ο οποίος 

αναλυτικά γράφεται  
 

 1 2

1 21 1 1
, , , N

N
D

SNR SNR SNR
λ λ λ

λ λ λ
⎛⎡ ⎤⎞= ⎜ ⎟⎢ ⎥+ + +⎝⎣ ⎦⎠

K∆  (4.48) 

 
Η απλοποίηση που µπορεί να γίνει είναι να θεωρηθούν οι τελευταίες N r−  ιδιοτιµές ως αµελητέες και 

ίσες µε µηδέν. Εποµένως ο πίνακας ∆ µετατρέπεται στον  
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όπου ο πίνακας r∆  υποδηλώνει τον διαγώνιο r r×  πίνακα µε στοιχεία τα r  πρώτα διαγώνια στοιχεία 

του πίνακα ∆ της (4.48). Μία ικανοποιητική προσέγγιση του r  είναι η ( ) ( )1 s sr T LT L≈ ⋅ = , όπου ο 

πρώτος παράγοντας του γινοµένου είναι το δίπλευρο εύρος ζώνης της συχνοτικής απόκρισης και ο 

δεύτερος η διάρκεια της κρουστικής απόκρισης [17]. Με αντικατάσταση του πίνακα ∆ της (4.49) στην 

(4.47), µπορεί να δειχθεί ότι η τελική εκτίµηση δίνεται από την σχέση  
 

 
1 1

ˆ ˆ ˆH u u H q u ,H
r r

H
MMSE k k k LS k k LS

k k

δ
= =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  (4.50) 

 
όπου δk είναι το k διαγώνιο στοιχείο του r∆ , uk η k στήλη του U , q uk k kδ=  είναι ένα προϋπολογισµένο 

Ν×1 διάνυσµα και ˆ ˆu ,H u HH
k LS k LS=  το εσωτερικό γινόµενο των uk  και ĤLS  που χρειάζεται Ν 

πολλαπλασιασµούς. Εποµένως για κάθε k στοιχείο του παραπάνω αθροίσµατος χρειάζονται 2Ν 

πολλαπλασιασµοί, άρα το άθροισµα r  τέτοιων στοιχείων απαιτεί 2rN   πολλαπλασιασµούς. Ισοδύναµα 

για κάθε εκτίµηση ξεχωριστά, χρειάζονται 2r  πολλαπλασιασµοί, αριθµός µικρότερος από τους N  που 

χρειάζεται η υλοποίηση του Wiener φίλτρου σύµφωνα µε την (4.43) .   

Εφόσον οι ιδιοτιµές iλ  είναι γενικά διάφορες του µηδενός αναµένεται µείωση της ακρίβειας της 

εκτίµησης η οποία εξαρτάται από τον αριθµό των ιδιοτιµών που θα θεωρηθούν αµελητέες, εφόσον η 

αγνόησή τους σηµαίνει απώλεια της πληροφορίας που περιέχουν αυτές. Στην ιδεατή περίπτωση όπου η 

αυτοσυσχέτιση του καναλιού και το SNR είναι γνωστά, το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης µε 

την παραπάνω προσέγγιση µπορεί να δειχθεί ότι ισούται µε [17] : 



4. Εκτίµηση Καναλιού µε Επεξεργασία Σήµατος σε Μία ∆ιάσταση 52 

 

 
2 2

1 1

1 1 11
1 1

r N
i i

i i
i i ri i

MSE
N SNR SNR SNR N

λ λ
λ λ

λ λ= = +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑  (4.51) 

 
Από την (4.51) φαίνεται ότι η ελάχιστη τιµή του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος προκύπτει για 

SNR →∞  και ισούται µε τον δεύτερο όρο του δεξιού µέλους. ∆ηλαδή ισχύει για όλες τις περιπτώσεις  
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Είναι εµφανές ότι εάν r N=  το µέσο τετραγωνικό σφάλµα δεν έχει κάτω όριο. Εάν όµως το r  είναι 

αρκετά µεγάλο ώστε οι ιδιοτιµές , i i rλ > , να είναι πολύ µικρές, η µείωση της απόδοσης είναι αµελητέα. 

Εφόσον δεν είναι γνωστή ακριβώς η στατιστική του καναλιού (mismatch) θα υπάρχει επιπρόσθετο 

σφάλµα λόγω αυτής της απόκλισης.  

Σηµείωση : H (4.51) δίνει σε κλειστή µορφή το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης ενός  Wiener 

φίλτρου για την περίπτωση όπου όλες οι συχνότητες είναι πιλοτικές, εάν τεθεί r N= . Προκύπτει ότι 

ισούται µε ( ) ( )( )1

0
1 1 1N

MMSE ii
MSE N SNR λ−

=
= +∑  που αποτελεί την κλειστή µορφή της (4.42), για την 

περίπτωση όπου pN N= .  

Μαθηµατικά, η εκτίµηση της (4.47) µπορεί να θεωρηθεί σαν η προβολή των αρχικών LS εκτιµήσεων 

σε ένα διαφορετικό σύστηµα συντεταγµένων (βάση), µέσω του µετασχηµατισµού UH . Σε αυτή τη βάση 

το µετασχηµατισµένο διάνυσµα των LS εκτιµήσεων αποτελείται από µεταβλητές ασυσχέτιστες µεταξύ 

τους και έχει πρακτική διάσταση r N< , εποµένως η διαδικασία της εκτίµησης εκεί έχει µικρότερη 

πολυπλοκότητα. Στην συνέχεια το αποτέλεσµα επαναφέρεται στο αρχικό σύστηµα συντεταγµένων µέσω 

του µετασχηµατισµού U . Η εκτίµηση µε αυτή την διαδικασία φαίνεται στο σχήµα 4-10. 

 
 

Σχήµα 4-10   Μπλοκ διάγραµµα της εκτίµησης µε χρήση SVD (σχέσεις  (4.47)-(4.49)) 

 

Η παραπάνω ανάλυση έγινε όπως αναφέρθηκε για την περίπτωση όπου όλες οι συχνότητες είναι 

πιλοτικές, και για οποιαδήποτε µορφή καναλιού, είτε αυτό είναι FIR ή όχι, αρκεί να υπάρχει η γνώση της 

αυτοσυσχέτισής της συχνοτικής του απόκρισης. Στην περίπτωση όπου η κρουστική του καναλιού 

περιγράφεται από ένα FIR φίλτρο µήκους L  σηµείων ασυσχέτιστων µεταξύ τους (2.10), η παραπάνω 

διαδικασία µπορεί να υλοποιηθεί µέσω του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier όπως αποδεικνύεται 

στην συνέχεια. 
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Εφόσον έχει θεωρηθεί ασυσχέτιστη διασπορά, ο πίνακας αυτοσυσχέτισης της κρουστικής απόκρισης 

( ){ }h n  που περιγράφεται από το 1N ×  διάνυσµα ( ) ( ) ( )[ ]0 1 1 0 0h , , , , , , Th h h L= −K K , είναι της µορφής  
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όπου 2

nσ  η ισχύς του n  σηµείου της κρουστικής. Η συχνοτική απόκριση είναι ο DFT Ν-σηµείων του h, 

H FhN= . Ο πίνακας F  είναι ο µοναδιαίος πίνακας του διακριτού µετασχηµατισµού Fourier :  
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 (4.54) 

 
και για τον οποίον ισχύει 1F FH− = . Ο αντίστροφος διακριτός µετασχηµατισµός Fourier εκφράζεται από 

τον πίνακα ( ) ( )11 1F FHN N− = . Έχοντας ορίσει το πίνακα του µετασχηµατισµού Fourier ο πίνακας 

αυτοσυσχέτισης της συχνοτικής απόκρισης ισούται µε  
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Η τελευταία εξίσωση δίνει τον πίνακα αυτοσυσχέτισης ως γινόµενο τριών πινάκων, του µοναδιαίου 

F , του ερµιτιανού αυτού FH , και του διαγωνίου πίνακα hhRN . Από τις (4.46) και (4.55) προκύπτει η 

αντιστοιχία U = F  και  Λ hhRN= . Εποµένως η ιδιοτιµές του πίνακα HHR  αντιστοιχούν στην ισχύ των 

σηµείων της κρουστικής απόκρισης πολλαπλασιασµένη µε τον παράγοντα N , και επιπλέον εφόσον αυτά 

είναι συνολικά L , οι υπόλοιπες N L−  ιδιοτιµές ισούνται µε µηδέν. Η προβολή των αρχικών LS 

εκτιµήσεων στην καινούρια βάση µέσω του UH  είναι ουσιαστικά ο αντίστροφος µετασχηµατισµός 

Fourier αυτών, ο οποίος µεταφέρει τις LS εκτιµήσεις από το πεδίο της συχνότητας στο πεδίο του χρόνου. 

Εφόσον είναι r L= , τα µεγαλύτερα του L  δείγµατα µηδενίζονται µε εφαρµογή της (4.49) ενώ τα σηµεία 

που περιέχουν την κρουστική απόκριση σταθµίζονται µε βάση την ισχύ τους και το SNR του 

συστήµατος. Στη συνέχεια ο µετασχηµατισµός Fourier επαναφέρει το τελικό αποτέλεσµα στην αρχική 

βάση, δηλαδή στο πεδίο της συχνότητας. Η χρήση του αλγορίθµου FFT για την υλοποίηση των 

µετασχηµατισµών µειώνει την πολυπλοκότητα της διαδικασίας. Επιπλέον είναι προφανές ότι εάν 

θεωρηθεί r L>  η εκτίµηση έχει περισσότερο θόρυβο ενώ εάν r L<  χάνεται πληροφορία του καναλιού 

και η εκτίµηση είναι εσφαλµένη (εφόσον η ισχύς των τελευταίων σηµείων της κρουστικής απόκρισης δεν 

είναι αµελητέα). Η χρήση του µετασχηµατισµού Fourier για την εκτίµηση της κρουστικής απόκρισης θα 

αναλυθεί µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια αργότερα.  
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Στην περίπτωση όπου οι πιλοτικές συχνότητες είναι pN N<  η MMSE εκτίµηση γίνεται σύµφωνα µε 

την (4.41). Η µείωση της πολυπλοκότητας της εκτίµησης προκύπτει µε αντίστοιχο τρόπο µε παραπάνω, 

µε την διαφορά ότι ο πίνακας HHR p  δεν είναι τετραγωνικός, και δεν µπορεί να αναλυθεί στην µορφή της 

(4.46). Εποµένως χρησιµοποιείται το θεώρηµα της γραµµικής άλγεβρας σύµφωνα µε το οποίο ένας m n×  

πίνακας A  µπορεί να αναλυθεί στην µορφή [4] : 
 

 1 2A U ZUH=  (4.56) 
 
όπου 1U  και 2U  µοναδιαίοι πίνακες διαστάσεων m m×  και n n×  αντίστοιχα, και Z  ο m n×  διαγώνιος 

πίνακας µε διαγώνια στοιχεία τις θετικές τετραγωνικές ρίζες των ιδιοτιµών του πίνακα AAT . Θεωρώντας 

ότι 1 2
1 2, , ,

ˆHH ˆ ˆH HR R U ZULS p LS p LS p

H− = , και επιπλέον ότι µόνο τα πρώτα r  στοιχεία της διαγωνίου είναι µη 

αµελητέα, η (4.41) µετατρέπεται στην [17] : 
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 (4.57) 

 
και σε αντιστοιχία µε την (4.50) η τελική εκτίµηση δίνεται από την σχέση : 
 

 ( )1 2
1

, , ,
ˆ ˆH u u H

r

MMSE k k k LS p
k

z
=

′=∑  (4.58) 

 
η οποία έχει πολυπλοκότητα ( )1 pr N N+  πολλαπλασιασµούς ανά εκτίµηση.  

 
 
 
 

4.6   Παρεµβολή µέσω ΙDFT-DFT 
 

Συγκρίσιµη µε τις πολυωνυµικές µεθόδους παρεµβολής όσον αφορά την πολυπλοκότητα και την 

εφαρµογή της σε περιπτώσεις όπου δεν υπάρχει γνώση της στατιστικής καναλιού και θορύβου είναι η 

παρεµβολή µιας διακριτής ακολουθίας µέσω των µετασχηµατισµών IDFT-DFT. Είναι γνωστό ότι ο 

διακριτός µετασχηµατισµός Fourier 0N -σηµείων µιας ακολουθίας 0N N<  σηµείων δίνει την συχνοτική 

αναπαράσταση της ακολουθίας µε περισσότερα σηµεία από αυτά που θα προέκυπταν από έναν DFT Ν-

σηµείων [2]. Με βάση αυτή την παρατήρηση, η ακολουθία που προκύπτει από τις αρχικές LS εκτιµήσεις 

και περιγράφεται από το 1pN ×  διάνυσµα ( ) ( )1,ˆ ˆ ˆH , , N p

T
LS p LS p LS pH k H k= ⎡ ⎤⎣ ⎦K , µπορεί να θεωρηθεί ως ο 

DFT Νp-σηµείων της ακολουθίας ( ){ } ( ){ }, 0 1, ,ˆ ˆLS p LS p ph n IDFT H k n N= ≤ ≤ − . Επεκτείνοντας την 
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ακολουθία ( ){ },ˆLS ph n  µε µηδενικά ώστε να έχει µήκος Ν σηµείων (zero padding), ο DFT N-σηµείων 

αυτής θα δώσει µία ακολουθία Ν-σηµείων που θα αποτελεί και την εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης.  

Αν και σχετικά απλή σε υλοποίηση, η ιδεατή παρεµβολή µέσω DFT έχει ορισµένους περιορισµούς 

[35] : 

• Η δειγµατοληψία του συνεχούς σήµατος από το οποίο προέκυψε η αρχική διακριτή ακολουθία θα 

πρέπει να έχει δειγµατοληπτηθεί σύµφωνα µε τους περιορισµούς του θεωρήµατος δειγµατοληψίας. 

• Επιπλέον, το συνεχές σήµα θα πρέπει να έχει διακριτή φασµατική πυκνότητα ισχύος, που στην 

περίπτωση της συχνοτικής απόκρισης σηµαίνει διακριτή κρουστική απόκριση. Εποµένως η 

παρεµβολή µέσω IDFT-DFT δεν µπορεί να εφαρµοστεί για κανάλι της µορφής της (2.5) στο οποίο το 

µέγεθος lτ  των οδεύσεων παίρνει τιµές στο συνεχές διάστηµα [ ]0, maxτ  λόγω φαινοµένου διαρροής 

ενέργειας του DFT όπως αναφέρθηκε παραπάνω.  

Θεωρώντας ότι η κρουστική απόκριση περιγράφεται από ένα διακριτό FIR φίλτρο L  ασυσχέτιστων 

σηµείων όπως αυτό της (2.10), ο IDFT Np-σηµείων της ακολουθίας ( ){ },ˆ LS pH k  θα είναι  
 

 ( ) ( ) ( ) , 0 1,
ˆ

LS p LS ph n h n w n n N= + ≤ ≤ −  (4.59) 
 
Η διαδικασία εξαγωγής της (4.59) είναι ίδια µε τις σχέσεις (4.10)-(4.13) στην ανάλυση του IDFT-DFT 

φίλτρων. Επαναλαµβάνεται ότι η ακολουθία ( ){ }h n  είναι η πραγµατική κρουστική απόκριση και η 

( ){ }LSw n  αποτελείται από δείγµατα λευκού, κανονικού θορύβου µε ισχύ ( )2 1LSw pN SNRσ = ⋅ . Επιπλέον 

η (4.59) ισχύει ακριβώς µόνο στην περίπτωση όπου η απόσταση των πιλοτικών συχνοτήτων είναι 

1 2 4 8, , , ,fN = K , λόγω φαινοµένου διαρροής ενέργειας του DFT για διαφορετικές τιµές του fN .  

Η εκτίµηση της κρουστικής απόκρισης ,ĥLS p επεκτείνεται µε µηδενικά και περιγράφεται από το 1N ×  

διάνυσµα 0 0,ˆ ˆh h , , ,
T

LS LS p′ = ⎡ ⎤⎣ ⎦K . Η εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης προκύπτει από τον DFT Ν-

σηµείων αυτής της ακολουθίας,  
 

 ˆ ˆH FhDFT LSN ′=  (4.60) 
 
Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης υπολογίζεται αναλυτικά ως εξής :  
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ˆ ˆH H H H
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w w

p

LS

H
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H
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H
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N

LS p w
i

MSE trace E
N

N trace E N N N N

trace E

E w N
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σ
=

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

= = =∑

     (4.61) 

  

έχοντας κάνοντας χρήση της ιδιότητας των πινάκων που σχετίζονται µε µετασχηµατισµό οµοιότητας 

( ( ) ( )-1B = M AM B Atrace trace⇒ = ). Προκύπτει ότι η εκτίµηση έχει την ίδια ακρίβεια µε την LS 
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εκτίµηση (3.5), µε την διαφορά ότι στην τελευταία χρειάζεται όλες οι συχνότητες να είναι πιλοτικές. 

Σηµειώνεται ότι η απόδοση της εκτίµησης είναι ανεξάρτητη του αριθµού των πιλοτικών συχνοτήτων µε 

την προϋπόθεση ότι pN L≥ . 

 

 

4.6.1   MMSE παρεµβολή µέσω IDFT-DFT 
 

Η εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης µέσω IDFT-DFT έχει ακρίβεια που εξαρτάται από την ισχύ 

του θορύβου του συστήµατος, το οποίο οφείλεται στο ότι η παραπάνω ανάλυση για την εξαγωγή της 

εκτίµησης δεν έλαβε κανένα µέτρο για µείωσή του. Η µείωση του θορύβου µπορεί να γίνει στο πεδίο του 

χρόνου µε βάση το κριτήριο του ελάχιστου µέσου τετραγωνικού σφάλµατος. Όπως έγινε και στην 

περίπτωση των Wiener φίλτρων για την εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης, στην συγκεκριµένη 

περίπτωση το ζητούµενο είναι ο υπολογισµός της κρουστικής απόκρισης µε το ελάχιστο δυνατό µέσο 

τετραγωνικό σφάλµα, η οποία θα προκύπτει ως γραµµικός συνδυασµός της αρχικής εκτίµησης ĥLS′ , 

δηλαδή,  
 

 ˆ ˆh K hMMSE LS′=  (4.62) 
 
όπου ĥMMSE  το 1N ×  διάνυσµα µε την MMSE εκτίµηση της κρουστικής απόκρισης και K ένας N N×  

πίνακας. Η απαίτηση το µέσο τετραγωνικό σφάλµα { }2ˆh hMMSEE −  να είναι ελάχιστο, δίνει ότι ο 

πίνακας K  ισούται µε  
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K K
 (4.63) 

 
όπου 2

nσ  η ισχύς του n-σηµείου της κρουστικής απόκρισης. Εφόσον η στατιστική του καναλιού δεν είναι 

πλήρως γνωστή µπορεί να θεωρηθεί κανάλι µε οµοιόµορφη κατανοµή ισχύος και διάρκεια ίση µε το 

κυκλικό πρόθεµα του OFDM συµβόλου. Από την µορφή του πίνακα K φαίνεται ότι η MMSE εκτίµηση 

της κρουστικής γίνεται θεωρώντας µόνο τα L πρώτα σηµεία της αρχικής εκτίµησης ĥLS′ , εφόσον τα 

υπόλοιπα έχουν µόνο θόρυβο, και µε στάθµιση τους σύµφωνα µε την κατανοµή της ισχύς της κρουστικής 

(power delay profile) και το SNR του συστήµατος.  

Το ελάχιστο µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης στο πεδίο του χρόνου για την περίπτωση όπου 

είναι γνωστή η στατιστική του καναλιού (οπότε ο πίνακας K θα δίνεται από την (4.63)) ισούται µε  
 

              { } { }2 11 1
ˆ ˆ ˆ ˆ, hh hh h h hh

ˆh h R R R R
LS LS LS LS

H
MMSE t MMSEMSE E trace

L L
−= − = = −K  (4.64) 
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ενώ το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης στο πεδίο της συχνότητας, ˆ ˆH FhMMSEN= , θα ισούται 

για την περίπτωση όπου ο αριθµός των διαµορφωµένων υπο-φέρουσων του συστήµατος είναι uN N=  µε 
 

 

( ) { }
{ }

2

2

1

                    

                    

,

,

ˆFh Fh

ˆh h

MMSE t f MMSE

MMSE

MMSE t

MSE N trace E N N

trace E

L MSE

→
⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
= ⋅

 (4.65) 

 
Αποδεικνύεται ότι  η σχέση (4.42) που δίνει το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης Wiener φίλτρου 

ισούται µε την (4.65) για την περίπτωση FIR καναλιού. Εποµένως ο αλγόριθµος έχει την ίδια απόδοση µε 

το ιδεατό Wiener φίλτρο, µε διαφορά στην υλοποίηση της εκτίµησης. Στην περίπτωση Wiener φίλτρου 

τάξεως 1pN − , η πολυπλοκότητα είναι pN  πολλαπλασιασµοί ανά εκτίµηση. Ο αλγόριθµος της MMSE 

εκτίµησης της κρουστικής απόκρισης όπως περιγράφηκε παραπάνω απαιτεί για την εκτίµηση όλων των 

συχνοτήτων της ( ){ }H k  έναν IDFT pN -σηµείων, έναν DFT Ν-σηµείων και L πολλαπλασιασµούς. Αν 

θεωρηθεί ότι ο DFT N -σηµείων υλοποιείται µέσω του αλγορίθµου FFT µε πολυπλοκότητα 

( ) 22 logN N  πολλαπλασιασµούς, προκύπτει ότι για την εκτίµηση ανά υπο-φέρουσα απαιτούνται 

( ) ( )[ ]2 22 2log / logp pN N L N N N+ +  πολλαπλασιασµοί. Για παράδειγµα, η MMSE εκτίµηση της 

συχνοτικής απόκρισης ενός συστήµατος µε 128, 16N L= =  και 32pN =  απαιτεί 32 πολλαπλασιασµούς 

ανά εκτίµηση µε χρήση Wiener φίλτρου, και 4,21 πολλαπλασιασµούς µε τον αλγόριθµο ΜΜSE 

εκτίµησης της κρουστικής απόκρισης. 

Μειονέκτηµα του αλγορίθµου ο περιορισµός του πλήθους των πιλοτικών συχνοτήτων σε δυνάµεις 

του 2 και η εφαρµογή του µόνο σε περιπτώσεις όπου το κανάλι περιγράφεται από ένα FIR φίλτρο. 

 

 

 

 

 

4.7   ML/MAP εκτίµηση 
 

Η µέθοδος αυτή δίνει εκτίµηση της κρουστικής απόκρισης από την οποία µπορεί να προκύψει η 

συχνοτική απόκριση µέσω DFT. Σε αντίθεση όµως µε την εκτίµηση µέσω IDFT-DFT, όπου οι αρχικές 

LS εκτιµήσεις µεταφέρονται στο πεδίο του χρόνου µε “άµεση” εφαρµογή του IDFT σε αυτές, στην 

συγκεκριµένη περίπτωση η αναπαράσταση πίνακα των µετασχηµατισµών IDFT-DFT οδηγεί σε ένα 

σύστηµα γραµµικών εξισώσεων µε αγνώστους τα σηµεία της κρουστικής απόκρισης.  

Το διάνυσµα H p  της συχνοτικής απόκρισης στις πιλοτικές συχνότητες ισούται µε  
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 (4.66) 

 
Ο πίνακας Q  σχηµατίζεται από τις γραµµές του πίνακα FN  της (4.54) που αντιστοιχούν στις 

πιλοτικές συχνότητες. Εφόσον ο πίνακας F  έχει ανεξάρτητες γραµµές και στήλες το ίδιο θα ισχύει και 

για τον Q . Σηµειώνεται ότι το διάνυσµα h  της (4.66) έχει διαστάσεις 1L×  που σηµαίνει ότι ο δέκτης 

έχει γνώση της µέγιστης διάρκειας του καναλιού. Συνδυάζοντας τις (3.4) και (4.66) προκύπτει το 

παρακάτω σύστηµα pN  γραµµικών εξισώσεων : 
 

 ,Ĥ Qh WLS p LS= +  (4.67) 
 
όπου το διάνυσµα WLS  αντιπροσωπεύει θόρυβο ισχύος 2 1

LSW SNRσ = . Το ζητούµενο στην εξίσωση 

(4.67) είναι το διάνυσµα της κρουστικής απόκρισης h . Αν το διάνυσµα h  θεωρηθεί ως ντετερµινιστική 

ποσότητα, τότε η εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας αυτού όπως θα δειχτεί παρακάτω, είναι η λύση 

ελαχίστων τετραγώνων του συστήµατος (4.67). Γενικά για την επίλυση του συστήµατος αυτού 

διακρίνονται τρεις περιπτώσεις και οι αντίστοιχες λύσεις τους [4]:  

1. Ο αριθµός των πιλοτικών συχνοτήτων είναι pN L<  

Η τάξη r  του πίνακα Q είναι ίση µε την τάξη των γραµµών του, δηλαδή 

( )1 2dim Q ,Q , ,Q pN pr N= =K , όπου Qi  είναι το διάνυσµα που αντιστοιχεί στην i  γραµµή του Q . 

Σε µία τέτοια περίπτωση το σύστηµα δεν έχει µοναδική λύση. 

2. Ο αριθµός των πιλοτικών συχνοτήτων είναι pN L=  

Ο Q  είναι τετραγωνικός, διαστάσεων L L× , µε τάξη r L= . Ένας τέτοιος πίνακας είναι 

αντιστρέψιµος, οπότε η εκτίµηση της κρουστικής απόκρισης θα είναι η  
 
 1

,
ˆ ˆh Q HLS p

−=  (4.68) 
 
3. Ο αριθµός των πιλοτικών συχνοτήτων είναι pN L>  

Η τάξη του Q  ισούται µε την τάξη των στηλών του, δηλαδή ( )1 2dim Q ,Q , ,QLr L= =K , όπου Qi  

είναι το διάνυσµα που αντιστοιχεί στην i στήλη του Q . Η βέλτιστη λύση ενός τέτοιου συστήµατος 

είναι η λύση ελαχίστων τετραγώνων η οποία δίνεται από την σχέση  
 

 ( ) 1

,
ˆ ˆh Q Q Q HH H

LS p

−
=  (4.69) 

  
Η (4.69) συµπίπτει µε την (4.68) για pN L= . 
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Οι παρατηρήσεις που µπορούν να γίνουν είναι οι εξής :  

• Η πρώτη περίπτωση δεν δίνει µοναδική λύση εφόσον το σύστηµα είναι απροσδιόριστο – ο αριθµός 

των εξισώσεων ( pN ) είναι µικρότερος από τον αριθµό των αγνώστων ( L ). Θεωρητικά, ακόµα και 

ένα τέτοιο σύστηµα έχει λύση, της µορφής ,ˆ ˆh Q HLS p
+= , όπου Q+  ο ψευδοαντίστροφος του Q  [4]. 

Πρακτικά όµως η λύση αυτής της µορφής απέχει πολύ από την πραγµατική. Μια διαφορετική 

ερµηνεία της λανθασµένης εκτίµησης προκύπτει από την παρατήρηση ότι σύµφωνα µε το θεώρηµα 

δειγµατοληψίας ο αριθµός pN  των πιλοτικών συχνοτήτων πρέπει να ισούται τουλάχιστον µε τον 

αριθµό L  των σηµείων της κρουστικής για να µην υπάρχει φασµατική επικάλυψη. Επιβεβαιώνεται 

δηλαδή, ο περιορισµός για τον αριθµό των πιλοτικών συχνοτήτων και από την ανάλυση της επίλυσης 

της (4.67). 

• Η επίλυση του συστήµατος (4.67) δεν υπαγορεύει συγκεκριµένες πιλοτικές συχνότητες. Στην ιδεατή 

περίπτωση όπου δεν υπάρχει θόρυβος το αποτέλεσµα είναι το ίδιο ανεξάρτητα της κατανοµής των 

πιλοτικών συχνοτήτων. Στην περίπτωση όµως που υπάρχει θόρυβος, η ακρίβεια της εκτίµησης 

εξαρτάται από την κατανοµή. Αποδεικνύεται [19] ότι η εκτίµηση µε το µικρότερο µέσο τετραγωνικό 

σφάλµα προκύπτει για οµοιόµορφη κατανοµή των πιλοτικών συχνοτήτων ανάµεσα στις N  

συχνότητες του συστήµατος. Στην περίπτωση όπου οι διαµορφωµένες συχνότητες του συστήµατος 

είναι uN N< , η παραπάνω διαπίστωση γενικά δεν ισχύει [18]. 

• Η λύση της (4.69) µπορεί να αποδειχθεί ότι αποτελεί την εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας 

(maximum likelihood estimation) της κρουστικής απόκρισης στην περίπτωση που ο θόρυβος του 

συστήµατος είναι κανονικός και επιπλέον λευκός ως εξής [18]. Η pN -διάστατη πυκνότητα 

πιθανότητας της τυχαίας διανυσµατικής µεταβλητής ,ĤLS p  µε δεδοµένο ότι η κρουστική απόκριση 

ισούται µε το διάνυσµα h  δίνεται από την σχέση [3], [18] : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }11
, , ,

, ,

ˆ , , ,H |h ˆ ˆH H
ˆ ˆH H

ˆ ˆ ˆH | h exp H Qh C H Qh
det CLS p LS p LS pp

LS p LS p

H
LS p LS p LS p

N
f

π
−= − − −  (4.70) 

  
όπου , ,ˆ ˆH HC LS p LS p είναι ο πίνακας συνδιασποράς της διανυσµατικής τυχαίας µεταβλητής ,ĤLS p  ο οποίος 

ισούται µε ( )( ){ } 2
, ,ˆ ˆ , , W WH H W

ˆ ˆC H Qh H Qh R ILS LS pLS p LS p LS

H
LS p LS p NE σ= − − = = , και ( )det .  η ορίζουσα 

του πίνακα της παρένθεσης. Η εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας της κρουστικής απόκρισης hML  

ικανοποιεί την σχέση  
 

 
( )

0,ˆ ,H |h

h h

ˆlog H | h

h
LS p

ML

LS pf

=

⎡ ⎤∂ ⎣ ⎦ =
∂

 (4.71) 

 
Η λύση της εξίσωσης είναι ίδια µε την (4.69).  

• Μία άλλη µεθοδολογία εκτίµησης του διανύσµατος h  είναι να θεωρηθεί ως στοχαστικό µέγεθος που 

περιγράφεται από την πυκνότητα πιθανότητας ( )h hf  και η εκτίµηση του από το ληφθέν διάνυσµα 
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,ĤLS p  να ισούται µε την τιµή του διανύσµατος h  που µεγιστοποιεί την αποστεριόρι πυκνότητα 

πιθανότητας [3], δηλαδή :  
 

 ( )
,

ˆ ,h|Hh
ˆ ˆh argmax h | H

LS p LS pf= , (4.72) 

 
όπου 
 

 ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
, ,

,

, ,

ˆ ˆ, h , hH |h H |h
ˆ ,h|H

ˆ , ˆH , hH |h

ˆ ˆH | h h H | h h
ˆh | H

ˆ ˆH H | h h h
LS p LS p

LS p

LS p LS p

LS p LS p

LS p

LS p LS p

f f f f
f

f f f d
+∞

−∞

= =
∫

. (4.73) 

 
Εφόσον ο παρονοµαστής είναι ανεξάρτητος του h , η µεγιστοποίηση αφορά µόνο τον αριθµητή της 

(4.73). Στην περίπτωση όπου o θόρυβος είναι κανονικός και λευκός και η ( )h hf  είναι της µορφής : 
 

 ( ) ( ) { }11
h hh

hh

h exp h R h
det R

H
Nf

π
−= − , (4.74) 

  
δηλαδή τα σηµεία της κρουστικής απόκρισης  περιγράφονται από µιγαδικές κανονικές µεταβλητές 

µηδενικής µέσης τιµής των οποίων τα πραγµατικά και φανταστικά µέρη είναι ασυσχέτιστα µεταξύ 

τους [3], η εκτίµηση βρίσκεται ότι ισούται µε [18] : 
 

 ( ) 12 1
hh ,

ˆ ˆh Q Q R Q H
LS

H H
MAP W LS pσ

−−= +  (4.75) 

 
Η (4.75) συµπίπτει µε την (4.69) για µεγάλες τιµές του SNR (είναι 2 1

LSW SNRσ = ).  

• Σηµαντικό ρόλο στην ακρίβεια της εκτίµησης παίζει η αρχική θεώρηση ότι το διάνυσµα h (άρα και 

το ĥ ) έχει διάσταση L  όσα είναι και τα σηµεία της κρουστικής απόκρισης. Η διαδικασία εκτίµησης 

του καναλιού θα ήταν ίδια αν είχε θεωρηθεί ότι το διάνυσµα h είναι διάστασης µέχρι pL N L′ = >  

(προφανώς δεν µπορεί να θεωρηθεί pL N′ >  αφού τότε το σύστηµα είναι απροσδιόριστο). Σε µία 

τέτοια περίπτωση η εκτίµηση ĥ  θα χαρακτηρίζεται, εκτός από τα L  πρώτα σηµεία που θα 

αποτελούν την εκτίµηση των αντίστοιχων L  σηµείων της κρουστικής, και από τα τελευταία L L′ −  

σηµεία που θα περιέχουν µόνο θόρυβο, εποµένως η ακρίβεια της εκτίµησης θα είναι µικρότερη. Έτσι 

η γνώση της τιµής του L  δίνει την καλύτερη εκτίµηση που ισοδύναµα σηµαίνει µηδενισµός των 

σηµείων που περιέχουν θόρυβο. Εφόσον αυτό δεν είναι γνωστό µπορεί να θεωρηθεί το µήκος της 

κυκλικής επέκτασης του συστήµατος. 

Θεωρώντας την γενική λύση της (4.69) και χρησιµοποιώντας την (4.67) η εκτίµηση µέγιστης 

πιθανοφάνειας του καναλιού ισούται µε  
 

 ( ) 1
ĥ h Q Q Q WH H

ML LS

−
= +  (4.76) 
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Μέτρο της ακρίβειας της εκτίµησης της (4.76) είναι το µέσο τετραγωνικό σφάλµα. Εφόσον το ζητούµενο 

είναι η συχνοτική απόκριση στη συνέχεια θα υπολογιστεί το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης 

της συχνοτικής απόκρισης, η οποία προκύπτει από τον µετασχηµατισµό Fourier Ĥ F hML N L MLN ×=  και 

το οποίο ισούται µε ( ) { }21 ˆH HML MLMSE N trace E⎡ ⎤= −⎣ ⎦ . Ο δείκτης ML στην εκτίµηση της συχνοτικής 

απόκρισης προκύπτει από την ιδιότητα της εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας σύµφωνα µε την οποία αν 

( )ψ θ  είναι µία άγνωστη παράµετρος που εξαρτάται από την παράµετρο θ  τότε η εκτίµηση µέγιστης 

πιθανοφάνειας της ψ  είναι η ( )ˆˆML MLψ ψ θ=  [3]. Ο πίνακας FN L×  αποτελείται από τις L  πρώτες στήλες 

του πίνακα F  της (4.54). 

Ισχύει :  
 

{ } { } ( )( )
( ) ( ) ( ){ }

( ) { } ( )

222 1

21 1

1

                        

                        ,

ˆ ˆH H F h F h F h F h Q Q Q W

F Q Q Q W F Q Q Q W W Q Q Q F

F Q Q Q W W Q Q Q F

H H
ML N L N L ML N L N L LS

HH H H H H H H
N L LS N L LS LS N L

HH H H H H
N L LS LS N L

E E N N E N N

N E N E

N E

−

× × × ×

− − −

× × ×

− −

× ×

⎧ ⎫
− = − = − +⎨ ⎬

⎩ ⎭
⎧ ⎫

= ⋅ = ⋅⎨ ⎬
⎩ ⎭

= ⋅

  

(4.77) 
 

και µε χρήση των σχέσεων  
 

 { } ( ) ( ) 11 , W W I Q Q Q Q
p

HH H H
LS LS NE

SNR
− −

= =  (4.78) 

 
προκύπτει ότι το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης στο πεδίο της συχνότητας είναι ίσο µε  
 

 ( ){ } ( ){ }1 11 1F Q Q F F F Q QH H H H
ML N L N L N L N LMSE trace trace

SNR SNR
− −

× × × ×= ⋅ = ⋅  (4.79) 

 
Ισχύει F F IH

N L N L L× × = ενώ για την περίπτωση οµοιόµορφης κατανοµής των πιλοτικών συχνοτήτων ισχύει 

( ) ( )1
1Q Q IH

p LN
−
= , οπότε προκύπτει :  

 

 ML
p

LMSE
N SNR

=
⋅

 (4.80) 

 
Η σχέση (4.80) είναι ίδια µε την (4.27) που δίνει το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης µε IDFT-

DFT φίλτρο. Όµως ο αλγόριθµος εκτίµησης καναλιού της (4.69) έχει αρκετά µικρότερη πολυπλοκότητα. 

Η εκτίµηση κάθε σηµείου της συχνοτικής απόκρισης απαιτεί ( )[ ]22 logpN L N N N+  

πολλαπλασιασµούς, µε τον πρώτο όρο του αριθµητή να οφείλεται στον πολλαπλασιασµό της (4.69) και ο 

δεύτερος για τον FFT Ν-σηµείων. Σηµειώνεται ότι η µέθοδος εκτίµησης της κρουστικής από την επίλυση 

του συστήµατος (4.67) δεν επιβάλει περιορισµό στον αριθµό pN  (δύναµη του 2) όπως συµβαίνει στην 

εκτίµηση µε άµεση χρήση IDFT.  
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4.8   Σύνοψη των χαρακτηριστικών των αλγορίθµων 
 

Στον πίνακα ΙΙ παρουσιάζονται οι αλγόριθµοι επεξεργασίας σήµατος σε µία διάσταση που 

παρουσιάστηκαν παραπάνω και τα χαρακτηριστικά τους, για OFDM σύστηµα µε αριθµό υπο-φέρουσων 

N , αριθµό πιλοτικών συχνοτήτων pN  και κανάλι διακριτής κρουστικής απόκρισης L  σηµείων.  

Το πρώτο χαρακτηριστικό αφορά την πολυπλοκότητα της υλοποίησης του αλγορίθµου και ως µέτρο 

σύγκρισης θεωρείται ο αριθµός των µιγαδικών πολλαπλασιασµών που απαιτείται ανά εκτίµηση της 

συχνοτικής απόκρισης σε µία υπο-φέρουσα. Ένα συγκριτικό διάγραµµα φαίνεται στο σχήµα 4-11 για την 

περίπτωση FIR καναλιού 4L N=  σηµείων συναρτήσει του αριθµού των πιλοτικών συχνοτήτων, όπου 

είναι εµφανής η υπεροχή του αλγορίθµου MMSE παρεµβολής µε χρήση των IFFT-FFT όσον αφορά την 

πολυπλοκότητα. Το µειονέκτηµα του αλγορίθµου είναι ότι δεν µπορεί να εφαρµοστεί σε συστήµατα µε 

αδιαµόρφωτες υπο-φέρουσες, σε αντίθεση µε τους υπόλοιπους. 

Όσον αφορά την ανάγκη γνώσης της στατιστικής του καναλιού και/ή του θορύβου, οι αλγόριθµοι 

που δεν την αξιοποιούν και συνεπώς δεν είναι απαραίτητη για την λειτουργία τους είναι η πολυωνυµική 

παρεµβολή και η παρεµβολή µέσω IDFT-DFT. Οι αλγόριθµοι αυτοί δεν κάνουν χρήση ούτε της 

θεώρησης για την διάρκεια του καναλιού max cpTτ ≤ . Γνώση της διάρκειας του καναλιού µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί στην εφαρµογή του IDFT-DFT φίλτρου και της ML εκτίµησης, ενώ οι υπόλοιποι 

αλγόριθµοι µπορούν να εκµεταλλευτούν την γνώση της στατιστικής καναλιού και θορύβου για 

µεγαλύτερη ακρίβεια της εκτίµησης. Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, οι αλγόριθµοι αυτοί µπορούν να 

εφαρµοστούν και σε περιπτώσεις όπου η στατιστική είναι άγνωστη, µε την προσαρµογή στις χειρότερες 

συνθήκες που θα αντιµετωπίσει το σύστήµα, µε µείωση της απόδοσής τους.  
 

ΠΙΝΑΚΑΣ ΙΙ 

Αλγόριθµος Πολλαπλασιασµοί ανά εκτίµηση 
Εφαρµογή σε συστήµατα 
µε αδιαµόρφωτες υπο-

φέρουσες 

Χρήση πληροφορίας 
καναλιού-θορύβου 

πολυωνυµική 
παρεµβολή Μεταβλητή  (Γραµµική : 2) √ × 

IDFT – DFT φίλτρο pN  × × 
Φίλτρο Wiener 

(MMSE εκτίµηση) p pK N≤  √ √ 

Απλοποίηση Wiener 
φίλτρου µέσω SVD ( )1 pr N N+  √ √ 

Παρεµβολή µέσω 
IDFT-DFT ( ) ( )[ ]2 22 2log logp pN N N N N+  × × 

MMSE παρεµβολή 
µέσω IDFT-DFT  ( ) ( )[ ]2 22 2log / logp pN N L N N N+ + × √ 

ML/MAP εκτίµηση ( )[ ]22 logpN L N N N+  √ √ 

 
 N   : αριθµός υπο-φέρουσων OFDM συστήµατος 
 pN  : αριθµός πιλοτικών συχνοτήτων 
 L    : διάρκεια κρουστικής απόκρισης καναλιού 
 r    :  αριθµός µη αµελητέων ιδιοτιµών του πίνακα αυτοσυσχέτισης HHR  
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Σχήµα 4-11  Πολυπλοκότητα των αλγορίθµων εκτίµησης καναλιού µε επεξεργασία  

σήµατος σε µία διάσταση συναρτήσει του αριθµού των πιλότων 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



5. Εκτίµηση Καναλιού µε Επεξεργασία 
Σήµατος στις ∆ύο ∆ιαστάσεις 
 
 
 

 
5.1   ∆ειγµατοληψία στις δύο διαστάσεις και συχνότητα δειγµατοληψίας 

 
Όπως και στην περίπτωση της µονοδιάστατης επεξεργασίας σήµατος, βασική προϋπόθεση για την 

ακριβή εκτίµηση του καναλιού είναι η ικανοποίηση του θεωρήµατος δειγµατοληψίας. Οι δισδιάστατοι 

αλγόριθµοι πρακτικά δειγµατοληπτούν µία διαδικασία, που είναι η χρονικά µεταβαλλόµενη συχνοτική 

απόκριση, σε συγκεκριµένες συχνότητες και χρονικές στιγµές, µε κάποια καθορισµένη κατανοµή 

πιλότων. Το διακριτό σήµα που προκύπτει απουσία θορύβου περιγράφεται από την σχέση : 
 

 ( ) ( )( )2, ,c t cp s fH m k H m N N N T k j N fπ≡ ⋅ + ⋅ ∆ . (5.1) 

 
Με tN  συµβολίζεται η απόσταση σε OFDM σύµβολα µεταξύ διαδοχικών πιλότων στο πεδίο του 

χρόνου (σχήµα 5.1), ενώ η ( ),cH t f  εκφράζει την συνεχή συχνοτική απόκριση του συστήµατος. Για να 

είναι δυνατή η ανασύσταση της διαδικασίας από τα δείγµατά της πρέπει να είναι πεπερασµένη στο 

δισδιάστατο πεδίο Fourier αυτής, και επιπλέον η συχνότητα δειγµατοληψίας να είναι αρκετά µεγάλη 

ώστε να µην υπάρχει επικάλυψη φάσµατος.  
 
 

 
Σχήµα 5-1  Τετραγωνική κατανοµή πιλότων στο δισδιάστατο πλέγµα συχνότητας-χρόνου 

 

 

Η συχνοτική απόκριση σαν δισδιάστατη διαδικασία περιγράφεται συναρτήσει της µεταβλητής f  που 

αντιστοιχεί στο πεδίο της συχνότητας, και της µεταβλητής t  που αντιστοιχεί στο πεδίο του χρόνου. Ο 

χρόνος 

συ
χν
ότ
ητ
α 

Nt 

Nf
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δισδιάστατος µετασχηµατισµός Fourier θα είναι και αυτός συνάρτηση δύο µεταβλητών και συγκεκριµένα 

της χρονικής καθυστέρησης τ  και της συχνότητας λ , οι οποίες είναι οι µεταβλητές των πεδίων Fourier 

των µεταβλητών f  και t  αντίστοιχα. Το πεπερασµένο φάσµα της συχνοτικής απόκρισης εκφράζεται 

από την πεπερασµένη µέγιστη καθυστέρηση maxτ  της κρουστικής απόκρισης και την πεπερασµένη 

µέγιστη συχνότητα Doppler, ,maxdf . 

Ο περιορισµός στην απόσταση των πιλότων στο πεδίο της συχνότητας f  αναλύθηκε παραπάνω, 

όπου προέκυψε ότι η µέγιστη απόσταση των πιλοτικών συχνοτήτων προκειµένου να ικανοποιείται το 

θεώρηµα δειγµατοληψίας είναι ( )1f mN fτ≤ ∆ . Στο πεδίο του χρόνου t  η συχνότητα δειγµατοληψίας 

ισούται µε ( )( ) 1
t cp sN N N T −+  και θα πρέπει να ικανοποιεί την σχέση ( )( ) 1 2 ,maxt cp s dN N N T f−+ ≤ , ή 

ισοδύναµα [13] : 
 

 
( )

1
2 ,max

t
d s

N
f N cp T

≤
+

 (5.2) 

 
Λόγω τις παρουσίας θορύβου η δειγµατοληπτηµένη συχνοτική απόκριση θα περιγράφεται σε 

αντιστοιχία µε την (3.4) από την σχέση 
 

 ( ) ( ) ( )ˆ , , ,LS p p p p LS p pH m k H m k W m k= + , (5.3) 

 
όπου οι δείκτες { }1,2, , p mm M∈ ⊆ KP , { }0 1 1, , ,p kk N∈ ⊆ −KP  αντιστοιχούν σε πιλοτικά σύµβολα. mP  

είναι το σύνολο των OFDM συµβόλων που µεταφέρουν πιλότους και kP  είναι το σύνολο των πιλοτικών 

συχνοτήτων. M  είναι ο αριθµός των εισερχόµενων στον δέκτη OFDM συµβολών, βάση των οποίων 

γίνεται η εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης. Η (5.3) αποτελεί την αρχική εκτίµηση στις πιλοτικά 

σηµεία από την οποία προκύπτει η εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης. 

 

 

5.2   Φίλτρα 
 

Όπως και στην µονοδιάστατη περίπτωση, η θεωρία δειγµατοληψίας και ανασύστασης σήµατος (στις 

δύο διαστάσεις) µπορεί να εφαρµοσθεί για την εκτίµηση του καναλιού. Ο δισδιάστατος αντίστροφος 

µετασχηµατισµός Fourier της δειγµατοληπτηµένης συχνοτικής απόκρισης ( ),p pH m k  θα αποτελείται από 

αντίγραφα της συνάρτησης ( ) ( ){ }1, ,S H t fτ λ −= F  η οποία είναι πεπερασµένη στο διάστηµα 0 mτ τ≤ ≤  

και ,max ,maxd df fλ− ≤ ≤ , και είναι χαρακτηριστική του καναλιού. Στο σχήµα 5-2-1 φαίνεται το µέτρο του 

δισδιάστατου IDFT της ( ) , , ,p p p m p kH m k m k∈ ∈P P , [18] µε την κατανοµή πιλότων του σχήµατος 5-2-3 

και ο δισδιάστατος IDFT της ( ),H m k , 1 , 0 1m M k N≤ ≤ ≤ ≤ −  (σχήµα 5-2-2). Για την ανασύσταση του 

σήµατος θα πρέπει το φάσµα “βασικής ζώνης” να αποµονωθεί αποκόπτοντας ταυτόχρονα ένα ποσοστό 

του θορύβου όπως και στην µονοδιάστατη περίπτωση. Η διαδικασία αυτή µπορεί να γίνει µε κατάλληλου 

εύρους ζώνης δισδιάστατο φίλτρο.  
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Σχήµα 5-2  ∆ισδιάστατο φάσµα της δειγµατοληπτηµένης συχνοτικής απόκρισης 
 

 

5.2.1   Wiener φίλτρα – ΜΜSE εκτίµηση 
 

Όπως και στην περίπτωση της µονοδιάστατης εκτίµησης η χρήση φίλτρου είναι ικανή να µειώσει την 

επίδραση του θορύβου των αρχικών εκτιµήσεων, ενώ η πολυπλοκότητά του µπορεί να µειωθεί πολύ µε 

χρήση του δισδιάστατου µετασχηµατισµού Fourier και τον αλγόριθµο FFT. Στην περίπτωση που είναι 

γνωστή η στατιστική του καναλιού και ο θόρυβος του συστήµατος, µεγαλύτερη ακρίβεια δίνει η 

εκτίµηση ελάχιστου µέσου τετραγωνικού σφάλµατος (MMSE). Για την απλούστερη εξαγωγή της MMSE 

εκτίµησης, η ανάλυση θα γίνει για “τετραγωνική” κατανοµή πιλότων, όπως αυτή του σχήµατος 5-3 

θεωρώντας ότι έχουν ληφθεί M  OFDM σύµβολα από τα οποία pM  είναι πιλοτικά και περιέχουν το 

καθένα pN  πιλότους. Τα αποτελέσµατα εύκολα γενικεύονται για οποιαδήποτε κατανοµή πιλότων. 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Σχήµα 5-3   Εκτίµηση µε επεξεργασία σήµατος σε δύο διαστάσεις µε χρήση pK  πιλότων 

 

 

Το ζητούµενο είναι η εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης ( )ˆ ,MMSEH m k  ως γραµµικός συνδυασµός 

των  αρχικών LS εκτιµήσεων, δηλαδή ( ) ( ) ( ), ,,
ˆ ˆ, a HT

MMSE LS m km kH m k = , όπου  ( ), ,ĤLS m k =  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , ,f t fKK Kpp p

T

LS p p LS p p LS p p LS p pH m k H m k H m k H m k⎡ ⎤
⎣ ⎦K KK  το 1f t

p pK K ×  διάνυσµα των LS 

εκτιµήσεων στα πιλοτικά σηµεία και ( ),a m k  το 1f t
p pK K ×  διάνυσµα που περιγράφει τα σηµεία του MMSE 

φίλτρου. f
p pK N≤  είναι ο αριθµός των πιλοτικών συχνοτήτων που περιγράφονται από το σύνολο 

χρόνος 
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Νf = 4 
Nt = 4 
N = 128 
M = 64 

χρόνος

συ
χν
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: το ζητούµενο σηµείο 

: πιλότοι που θα χρησιµοποιηθούν   
για την εκτίµηση 
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{ }1 2, , , fK p
p p pk k kK  και t

p pK M≤  είναι ο αριθµός των πιλοτικών OFDM συµβόλων και περιγράφονται από 

το σύνολο { }1 2, , , tK p
p p pm m mK  (θεωρείται ότι γίνεται χρήση των ίδιων πιλοτικών συχνοτήτων από τα t

pK  

πιλοτικά OFDM σύµβολα). Ο δείκτης ( ),m k  στον συµβολισµό των πινάκων ĤLS  και a  υποδηλώνει την 

γενική περίπτωση όπου η εκτίµηση σε κάθε σηµείο γίνεται χρησιµοποιώντας διαφορετικό σύνολο 

πιλότων { } 1

f
p

i

K
p ik =  και { } 1

tp
i

K
p im = , και οι τιµές των σηµείων του φίλτρου a  εξαρτώνται από την θέση αυτών 

στο δισδιάστατο πλέγµα συχνότητας-χρόνου. Για απλοποίηση της σηµειολογίας ο δείκτης ( ),m k  θα 

αφαιρεθεί στην συνέχεια από τα  ĤLS  και a .  

Με αντίστοιχο τρόπο µε την µονοδιάστατη περίπτωση προκύπτει ότι το διάνυσµα aT  θα ισούται µε 
 

 ( )
1

ˆ ˆ ˆ, H H H
a R R

LS LS LS

T
H m k

−= . (5.4) 

 
Οι πίνακες αυτοσυσχέτισης ισούνται µε   
 

 

( ) ( ) ( )

( )

{ } ( )( ){ }

1 1

1 1
               .

1             ,

ˆ, H

ˆ ˆ , ,H H

H H

ˆ ˆR , , , , ,

, , , ,

ˆ ˆR H H H W H W

R I

t fLS K Kp p

t fK Kp p

LS LS

p p

LS p p LS p pH m k

H p p H p p

HH
LS LS p LS p p LS p

E H m k H m k H m k

r m m k k r m m k k

E E

SNR

∗ ∗⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞= ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
⎡ ⎤⎛ ⎞= − − − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= = + +

= +

K

K
 (5.5) 

 
όπου ( ) ( )1 1H , , , ,t fK Kp p

T

p p p p pH m k H m k⎡ ⎤= ⎣ ⎦K  το διάνυσµα µε τις τιµές της συχνοτικής απόκρισης στα 

πιλοτικά σηµεία, ενώ τα στοιχεία του πίνακα αυτοσυσχέτισης H HR p p  δίνονται από την σχέση 

[ ]H H ,R p p i j =  ( ),i j i jH p p p pr m m k k− −  (2.27). Εποµένως η MMSE εκτίµηση δίνεται από την σχέση : 
 

 ( ) ( )

11
H H, H

ˆ ˆ, R R I H
p ppMMSE LSH m kH m k

SNR

−
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (5.6) 

 
Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης για το σηµείο ( ),m k  είναι ίσο µε 

 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }
( ){ }

2

1
2 1                        

, , , ,

HH H H HH

ˆ ˆ, , a H , a H

, R R I R
p p p p

H
T T

D LS m k LS m k

H

MSE m k E H m k H m k

E H m k
SNR

−

−

= − − =

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

L

 (5.7) 

 
Η διαφορά της ακρίβειας της εκτίµησης σε κάθε σηµείο οφείλεται στo διαφορετικό σύνολο πιλότων που 

χρησιµοποιούνται και στην διαφορετική συσχέτιση µεταξύ ζητούµενου σηµείου και πιλότων. Γενικά τα 

ακραία σηµεία στο δισδιάστατο πλέγµα συχνότητας – χρόνου θα έχουν µικρότερη ακρίβεια στην 

εκτίµηση εφόσον δεν είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν συµµετρικοί πιλότοι γύρω από αυτά.  



5. Εκτίµηση Καναλιού µε Επεξεργασία Σήµατος στις ∆ύο ∆ιαστάσεις 68 

 

Στην περίπτωση όπου υπάρχει απόκλιση µεταξύ της πραγµατικής στατιστικής του καναλιού και 

αυτής που θεωρεί ο δέκτης, το σφάλµα θα είναι µεγαλύτερο από αυτό της (5.7). Όπως και στην 

µονοδιάστατη περίπτωση, έτσι και εδώ µπορεί να θεωρηθεί η χειρότερη περίπτωση καναλιού που θα 

αντιµετωπίσει το σύστηµα για την προσαρµογή του φίλτρου. Αναφέρθηκε παραπάνω ότι αυτό σηµαίνει 

θεώρηση οµοιόµορφης κατανοµής της ισχύος στα σηµεία της κρουστικής, ενώ αποδεικνύεται [23] ότι το 

φίλτρο που ανταποκρίνεται σε κάθε µορφή µεταβολής του καναλιού στο πεδίο του χρόνου είναι αυτό το 

οποίο είναι προσαρµοσµένο σε µεταβολή που περιγράφεται από οµοιόµορφη κατανοµή φασµατικής 

ισχύος στο πεδίο λ  µε µέγιστη συχνότητα ίση ή µεγαλύτερη από την µέγιστη συχνότητα Doppler.  

Η ακρίβεια της εκτίµησης εξαρτάται από τον αριθµό των πιλότων, εφόσον µεγαλύτερος αριθµός 

πιλότων σηµαίνει και µεγαλύτερη πληροφορία για το κανάλι στην περιοχή της εκτίµησης. Όµως και η 

πολυπλοκότητα της εκτίµησης εξαρτάται από τον αριθµό των πιλότων. Χρήση f t
p p pK K K=  πιλότων 

σηµαίνει pK  πολλαπλασιασµούς για κάθε εκτίµηση, εποµένως πρέπει να γίνει ένας συµβιβασµός µεταξύ 

ακρίβειας και πολυπλοκότητας της εκτίµησης. Επιπλέον πρέπει να γίνει επιλογή των pK  πιλότων για την 

εκτίµηση σε κάθε σηµείο. Η βέλτιστη επιλογή είναι να θεωρηθούν οι πιλότοι που ελαχιστοποιούν το 

σφάλµα της (5.7) το οποίο σηµαίνει ότι για κάθε σηµείο θα πρέπει να ελεγχθούν ( )p p
f t
p p

N M
K K  πιθανές 

επιλογές. Επειδή η διαδικασία αυτή είναι πρακτικά αδύνατον να εφαρµοστεί χρησιµοποιείται το πιο 

συνηθισµένο κριτήριο της επιλογής των πλησιέστερων στο ζητούµενο σηµείο πιλότων. Η απόσταση 

µεταξύ του σηµείου ( ),m k  και του πιλοτικού σηµείου ( ),p pm k  µπορεί να ορισθεί ως εξής  [14], [15]:  

• ( ) ( ){ } ( ) ( )2 2
, , ,p p p pD m k m k k k m m= − + −  (Ευκλείδεια απόσταση)  

• ( ) ( ){ } ,max, , ,p p p m p d sD m k m k k k f m m f NTτ= − ∆ + −  

Το δεύτερο κριτήριο δίνει καλύτερα αποτελέσµατα εφόσον λαµβάνει υπ’ όψιν την στατιστική του 

καναλιού. Για παράδειγµα, εάν η συχνοτική απόκριση µεταβάλλεται γρήγορα ως προς τον χρόνο (µεγάλη 

συχνότητα Doppler) και αργά ως προς την συχνότητα (µικρή διάρκεια κρουστικής), η αυτοσυσχέτιση στο 

χρόνο θα είναι µικρότερη από την αντίστοιχη στην συχνότητα, άρα η επιλογή περισσότερων πιλότων που 

βρίσκονται χρονικά κοντά στο ζητούµενο σηµείο θα δώσει περισσότερη πληροφορία. 

 
 
5.3   ∆ιαχωρισµός των φίλτρων 

 
Ο διαχωρισµός της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης της συχνοτικής απόκρισης στο γινόµενο της 

αυτοσυσχέτισης στο πεδίο του χρόνου µε την αυτοσυσχέτιση στο πεδίο της συχνότητας (σχέση (2.27)), 

επιτρέπει τον διαχωρισµό του δισδιάστατου προβλήµατος σε δύο ανεξάρτητα µονοδιάστατα µε την 

εκτίµηση να γίνεται πρώτα στο ένα πεδίο και µετά στο άλλο [13-16]. Με αυτόν τον τρόπο µπορεί να 

µειωθεί κατά πολύ η πολυπλοκότητα της εκτίµησης.  

Η διαδικασία φαίνεται στο σχήµα 5-4. Έστω ότι πρώτα γίνεται η εκτίµηση στο πεδίο της συχνότητας. 

Για κάθε πιλοτικό OFDM σύµβολο γίνεται η εκτίµηση σε όλες τις συχνότητες µε κατάλληλα φίλτρα, τα 

οποία χρησιµοποιούν την πληροφορία των πιλότων (µαύρα σηµεία στο σχήµα). Η εκτίµηση του καναλιού 
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στα πιλοτικά OFDM σύµβολα (γκρι σηµεία) δίνει την απαραίτητη πληροφορία για την χρήση των 

φίλτρων στο πεδίο του χρόνου, από τα οποία θα προκύψει και η τελική εκτίµηση του καναλιού. Λόγω 

γραµµικότητας η εκτίµηση θα είναι ίδια εάν η σειρά µε την οποία εφαρµοσθούν τα φίλτρα είναι 

διαφορετική. 
 

 
Σχήµα 5-4  Εκτίµηση µε ξεχωριστή εφαρµογή των φίλτρων στο πεδίο της συχνότητας και του χρόνου 

 
 Προφανώς ότι αναφέρθηκε παραπάνω για την χρήση των φίλτρων σε µία διάσταση ισχύει και εδώ. 

Τα φίλτρα προσαρµόζονται σύµφωνα µε την στατιστική του καναλιού και τον θόρυβο του συστήµατος 

εάν είναι γνωστή. Επειδή όµως η εκτίµηση που προκύπτει από το πρώτο φίλτρο ελαττώνει αρκετά την 

ισχύ του θορύβου, µεγαλύτερη ακρίβεια στην εκτίµηση του δεύτερου φίλτρου θα δώσει η προσαρµογή 

του στην ισχύ του θορύβου των εκτιµήσεων του πρώτου φίλτρου και όχι σε αυτή του συστήµατος.  

Εάν το φίλτρο στο πεδίο της συχνότητας είναι τάξης f
pK  και το φίλτρο στο πεδίο της συχνότητας 

είναι τάξης t
pK  τότε µία προσέγγιση των πολλαπλασιασµών που απαιτείται για την κάθε εκτίµηση είναι 

f t
p t pK N K+  πολλαπλασιασµοί [13], εφόσον το φίλτρο στο πεδίο της συχνότητας χρησιµοποιείται κάθε 

tN  OFDM σύµβολα (για την περίπτωση που αυτό χρησιµοποιείται πρώτο). Η µείωση της 

πολυπλοκότητας είναι πολύ µεγάλη σε σχέση µε το δισδιάστατο Wiener φίλτρο που αναφέρθηκε 

παραπάνω και στην πράξη η εκτίµηση στις δύο διαστάσεις γίνεται πάντα µε διαχωρισµό των φίλτρων.  Η 

πολυπλοκότητα µπορεί να µειωθεί ακόµα περισσότερο µε εφαρµογή των µεθόδων µείωσης της 

πολυπλοκότητας των µονοδιάστατων φίλτρων που αναφέρθηκαν στο κεφάλαιο της µονοδιάστατης 

επεξεργασίας σήµατος. Μία από αυτές είναι η χρήση του µετασχηµατισµού SVD. Για το φίλτρο στο 

πεδίο της συχνότητας αναφέρθηκε ότι µία καλή προσέγγιση του αριθµού fr  µη αµελητέων ιδιοτιµών 

είναι ο αριθµός L  των σηµείων της κρουστικής απόκρισης ενώ για το φίλτρο στο πεδίο του χρόνου 

προκύπτει µε αντίστοιχο τρόπο ότι οι µη αµελητέες ιδιοτιµές είναι περίπου ίσες µε 

( )2 ,maxt d cp sr f N N T M= + . 
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5.4   Εκτίµηση του καναλιού στο πεδίο του χρόνου 
 
Στην µονοδιάστατη εκτίµηση του καναλιού, η εκτίµηση του καναλιού στο πεδίο του χρόνου παρέχει 

την δυνατότητα µείωσης της πολυπλοκότητας εφόσον εκεί η ενέργεια του καναλιού είναι συγκεντρωµένη 

σε µικρότερο αριθµό σηµείων ( L ) σε σχέση µε το πεδίο της συχνότητας ( N ). Η εκτίµηση στο πεδίο του 

χρόνου µπορεί να βελτιωθεί µε την εφαρµογή φίλτρων που µειώνουν ακόµα περισσότερο την ισχύ του 

θορύβου της εκτίµησης. 

Θεωρώντας ότι τα πιλοτικά OFDM σύµβολα έχουν όλες τις συχνότητες πιλοτικές (σχήµα 5-5), το 

ζητούµενο είναι ο υπολογισµός της συχνοτικής απόκρισης 0Ĥm m−  την χρονική στιγµή 0m m− , µε βάση 

την εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης στα πιλοτικά OFDM σύµβολα που περιγράφεται από το  

1pM N ×  διάνυσµα ( )1, , ,
ˆ ˆ ˆ ˆH H ,H , ,Ht p t

T T T
LS LS m LS m N LS m M N− − −⎡ ⎤= ⎣ ⎦K , όπου ,ĤLS m  το 1N ×  διάνυσµα της LS 

εκτίµησης την χρονική στιγµή m . Οι δείκτες δεν περιλαµβάνουν την συχνότητα εφόσον η εκτίµηση 

γίνεται ταυτόχρονα σε όλες τις συχνότητες του OFDM συµβόλου.  

 
Σχήµα 5-5   Κατανοµή πιλότων για την δισδιάστατη εκτίµηση του καναλιού στο πεδίο του χρόνου 

 

 Η MMSE εκτίµηση είναι η  
 

 
0 0

1
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m m LS LS LSMMSE m m LS
−

−
− = . (5.8) 

 
Χρησιµοποιώντας την (4.46) και την σχέση ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 21
, ,ˆ ˆ H HH HR R I

LS m LS m t Nr m m SNR m mδ= − + − , η (5.8) 

απλοποιείται στην : 
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όπου ο 0m∆  είναι της µορφής [28] :  
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µε τα στοιχεία ( )0m
i jδ  να εξαρτώνται από την χρονική στιγµή 0m , την αυτοσυσχέτιση του καναλιού στο 

χρόνο, και τις ιδιοτιµές iλ  του πίνακα HHR , οι οποίες για i r>  θεωρούνται µηδενικές. Όπως 

αναφέρθηκε παραπάνω ο µετασχηµατισµός U  αντιστοιχεί στον διακριτό µετασχηµατισµό Fourier. Η 

παραπάνω διαδικασία εκτίµησης του καναλιού περιγράφεται από το σχήµα 5-6. 
 
 

 
Σχήµα 5-6   Εκτίµηση στο πεδίο του χρόνου µε χρήση φίλτρων 

 
 

Η διαδικασία αποτελεί γενίκευση της µονοδιάστατης MMSE εκτίµησης µε χρήση SVD του σχήµατος 

4-10. Στην συγκεκριµένη περίπτωση το i  σηµείο της εκτίµησης της κροσυτικής απόκρισης του καναλιού 

διέρχεται από το γραµµικό φίλτρο iD  µε σηµεία ( ) ( ) ( ){ }0 0 00 1 1, , .m m m
pi i i Mδ δ δ −K  ώστε να µειωθεί ακόµα 

περισσότερο ο θόρυβος. 
 
 

 
5.5   Ανάδραση 

 
Ένα σηµαντικό µειονέκτηµα της εκτίµησης καναλιού µε επεξεργασία σήµατος στις δύο διαστάσεις 

είναι η καθυστέρηση που προκαλεί στο σύστηµα. Για την εκτίµηση µία συγκεκριµένη χρονική στιγµή 

χρειάζεται πληροφορία του καναλιού πριν και µετά από αυτήν. Αυτό προκαλεί αναπόφευκτα 

καθυστέρηση ώστε ένας αριθµός πιλοτικών OFDM συµβόλων να έχει ληφθεί. Μια µέθοδος που δεν 

προκαλεί καθυστέρηση στο σύστηµα είναι η χρήση ανάδρασης από τις προηγούµενες χρονικές στιγµές.  

Έστω ότι η κατανοµή των πιλότων του συστήµατος είναι αυτή του σχήµατος 5-5 όπου περιοδικά 

εκπέµπονται πιλοτικά OFDM σύµβολα. Η πιο απλή εφαρµογή της µεθόδου ανάδρασης είναι αυτή στην 

οποία θεωρείται για την εξίσωση του καναλιού στο σύµβολο m  η εκτίµηση του της χρονικής στιγµής 

1m − . Η διαδικασία περιγράφεται από τα εξής βήµατα [20] :  

1. Το πρώτο OFDM σύµβολο είναι πιλοτικό (έστω την χρονική στιγµή 1m − ), οπότε γίνεται η αρχική 

LS εκτίµηση του καναλιού ( )1 , 0 1ˆ ,H m k k N− ≤ ≤ − . Για µεγαλύτερη ακρίβεια µπορεί να γίνει 

µείωση του θορύβου τις εκτίµησης µε µία από τις µεθόδους µονοδιάστατης εκτίµησης καναλιού που 

αναφέρθηκαν παραπάνω. 

2. Για το επόµενο OFDM σύµβολο την χρονική στιγµή m  (το οποίο µεταφέρει µόνο δεδοµένα) η 

εξίσωση του καναλιού γίνεται χρησιµοποιώντας την εκτίµηση καναλιού της προηγούµενης χρονικής 
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στιγµής θεωρώντας ότι η µεταβολή του είναι µικρή. ∆ηλαδή τα σύµβολα που εισέρχονται στον 

ανιχνευτή µέγιστης πιθανοφάνειας δίνονται από την σχέση 
 

 ( ) ( ) ( )1 , 0 1ˆ, , ,X m k Y m k H m k k N= − ≤ ≤ −
)

 (5.11) 
 
3. Η έξοδος του ανιχνευτή µέγιστης πιθανοφάνειας θα δώσει τις τελικές κβαντισµένες εκτιµήσεις  

( )ˆ ,X m k  των δεδοµένων, οι οποίες θα χρησιµοποιηθούν για την εκτίµηση του καναλιού την χρονική 

στιγµή m , 
 

 ( ) ( ) ( ) , 0 1ˆ ˆ, , ,H m k Y m k X m k k N= ≤ ≤ −  (5.12) 
 
4. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται για το επόµενο OFDM σύµβολο από το βήµα 2. 

Αν και η παραπάνω διαδικασία είναι σχετικά απλή και δεν προκαλεί καθυστέρηση στο σύστηµα, 

εξαρτάται άµεσα από τον ρυθµό της χρονικής µεταβολής του καναλιού. Εάν το κανάλι µεταβάλλεται 

αρκετά µεταξύ διαδοχικών OFDM συµβόλων, η παραδοχή που γίνεται στην (5.11) οδηγεί σε λανθασµένη 

εξίσωση καναλιού. Επιπλέον εάν οι τελικές εκτιµήσεις ( )ˆ ,X m k  είναι εσφαλµένες, η εκτίµηση του 

καναλιού της (5.12) δεν θα είναι και αυτή ακριβής (error propagation). Τα δύο αυτά φαινόµενα µπορούν 

να οδηγήσουν το σύστηµα σε µεγάλο ποσοστό σφάλµατος. Η µόνη λύση για την αντιµετώπισή του 

προβλήµατος είναι η συχνότερη εκποµπή πιλοτικών συµβόλων αλλά αυτό οδηγεί σε µείωση του ρυθµού 

εκποµπής δεδοµένων του συστήµατος. Για αυτό το λόγο η παραπάνω µέθοδος είναι ικανοποιητική µόνο 

σε περιπτώσεις όπου το κανάλι µεταβάλλεται σχετικά αργά [30]. 

Εφόσον είναι γνωστή η µεταβολή του καναλιού στο πεδίο του χρόνου, µπορούν να χρησιµοποιηθούν 

φίλτρα τα οποία βελτιώνουν την εκτίµηση [23-26] µε διαδικασία παρόµοια µε αυτήν του σχήµατος 5-6. 

Η διαφορά είναι ότι για την εκτίµηση την χρονική στιγµή m  διέρχονται από το φίλτρο µόνο οι 

εκτιµήσεις των προηγούµενων χρονικών στιγµών 1 1, , ,p pm M m M m− − + −K , οπότε η εκτίµηση είναι 

ουσιαστικά διαδικασία γραµµικής πρόβλεψης [5], [25]. Από την εκτίµηση που θα δώσει το φίλτρο γίνεται 

η εξίσωση καναλιού του m  OFDM συµβόλου και από τα αποκωδικοποιηµένα σύµβολα γίνεται 

βελτιωµένη εκτίµηση του καναλιού η οποία θα χρησιµοποιηθεί (µαζί µε προηγούµενες εκτιµήσεις) για 

την εκτίµηση του καναλιού την επόµενη χρονική στιγµή.  

 



6. Προσοµοιώσεις 
 
 
 
 
 
 
6.1   Παραδοχές 
 

Στις προσοµοιώσεις θεωρήθηκε OFDM σύστηµα µε 128N =  υπο-φέρουσες, οι οποίες είναι όλες 

διαµορφωµένες ( uN N= ) εκτός αν αναφέρεται το αντίθετο. Η κρουστική απόκριση ( ){ }h n  του καναλιού 

θεωρείται ως γραµµικό FIR φίλτρο cpL N≤  σηµείων, όπου cpN  είναι ο αριθµός των σηµείων του 

κυκλικού προθέµατος. Τα σηµεία του καναλιού είναι µιγαδικές κανονικές µεταβλητές, ασυσχέτιστες 

µεταξύ τους και µηδενικής µέσης τιµής (Rayleigh fading). Η κατανοµή της ενέργειας στα σηµεία της 

κρουστικής απόκρισης θεωρείται ότι είναι εκθετικής µορφής, δηλαδή ( ){ } { }22 expn RMSE h n C n lσ = = ⋅ − , 

0 1n L≤ ≤ −  (σχήµα 6-1) όπου RMS RMS sl Tτ= , RMSτ  : σταθερά, sT  : η περίοδος δειγµατοληψίας του 

συστήµατος, και η σταθερά C  επιλέγεται έτσι ώστε η συνολική ενέργεια του καναλιού την τυχαία 

χρονική στιγµή m  να είναι κανονικοποιηµένη στην µονάδα ( 1 2
0

1L
nn

σ−

=
=∑ ).  

 
 

 
Σχήµα 6-1  Κατανοµή της ισχύος στα σηµεία κρουστικής L  σηµείων για διάφορες τιµές της σταθεράς RMSl  

 
 

Η διάρκεια L  του καναλιού και η κατανοµή της ισχύος στα σηµεία του, είναι οι δύο παράµετροι που 

χαρακτηρίζουν το κανάλι. Θεωρώντας σταθερό L  η οµοιόµορφη κατανοµή της ισχύος στα σηµεία της 

κρουστικής ( RMSl →∞ ), αντιστοιχεί σε συχνοτική απόκριση πολύ µικρού συνεχούς εύρους ζώνης σε 

σχέση µε την περίπτωση όπου η ισχύς κατανέµεται στα πρώτα σηµεία της κρουστικής (π.χ. 30/RMSl L= ). 

Στο σχήµα 6-2 φαίνονται χαρακτηριστικές συχνοτικές αποκρίσεις που προέκυψαν από κανάλια µε 
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κατανοµές ισχύος που χαρακτηρίζονται από διάφορες τιµές της παραµέτρου RMSl . Προφανώς η 

συχνοτική απόκριση που αντιστοιχεί σε κανάλι µε RMSl →∞  έχει και το µικρότερο συνεχές εύρος ζώνης.  

 

 

 
         1              2 
 

 
    3              4 

 
Σχήµα 6-2  Συχνοτική απόκριση για διάφορες τιµές της σταθεράς RMSl  

 
Θεωρείται οτι οι υπο-φέρουσες διαµορφώνονται από QAM σύµβολα, ενώ ως πιλότοι 

χρησιµοποιούνται BPSK σύµβολα ενέργειας ίσης µε την µέση ενέργεια των QAM συµβόλων. Ο θόρυβος 

του συστήµατος που εισέρχεται στο πεδίο του χρόνου είναι µιγαδικός ( ( ) ( ) ( )R Iw n w n jw n= + ), µε τις 

µεταβλητές ( ) ( ), R Iw n w n  να είναι δείγµατα κανονικού λευκού θορύβου µηδενικής µέσης τιµής και 

ισχύος 0 2/N , συνεπώς ( ){ } 0E w n =  και ( ){ }22
0w E w n Nσ = = . Ο λόγος σήµατος προς θόρυβο ορίζεται 

ως 0sSNR E N= , όπου sE  είναι η µέση ενέργεια του σήµατος στο πεδίο του χρόνου. Επιπλέον 

θεωρείται τέλειος συγχρονισµός µεταξύ ποµπού και δέκτη εκτός και εάν αναφέρεται το αντίθετο.  

Στην συνέχεια θα εξεταστεί η απόδοση των διάφορων µεθόδων εκτίµησης καναλιού που 

περιγράφηκαν, κυρίως µε βάση το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης (MSE) και το ποσοστό 

εσφαλµένης ανίχνευσης συµβόλων (Symbol Error Rate – SER), σε διάφορες συνθήκες καναλιού και 

θορύβου. Τα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων προκύπτουν από την εφαρµογή των αλγορίθµων σε ένα 

µεγάλο αριθµό διαφορετικών υλοποιήσεων καναλιών και θορύβου µε τις θεωρούµενες κάθε φορά 

παραµέτρους.  
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6.2   Αλγόριθµοι επεξεργασίας σήµατος σε µία διάσταση  
 

6.2.1   Πολυωνυµική Παρεµβολή – Παρεµβολή µέσω IDFT-DFT 
 

Η πιο απλή κατηγορία αλγορίθµων είναι αυτή της πολυωνυµικής κατανοµής. Έχουν χαµηλή 

πολυπλοκότητα και δεν βασίζονται σε καµία παραδοχή για την µορφή του καναλιού ή την στατιστική 

του. Στις προσοµοιώσεις θεωρήθηκαν οι απλούστερες µέθοδοι πολυωνυµικής παρεµβολής, η παρεµβολή 

µηδενικής τάξης και η γραµµική παρεµβολή λόγω της απλότητάς τους. Συγκρίσιµης πολυπλοκότητας 

είναι και η µέθοδος της παρεµβολής µέσω IDFT-DFT η οποία βασίζεται στην παραδοχή της FIR 

κρουστικής απόκρισης L N<  σηµείων. Στο σχήµα 6-3-1 παρουσιάζεται η απόδοση της εκτίµησης των 

τριών αυτών µεθόδων παρεµβολής συναρτήσει του SNR µε βάση το µέσο τετραγωνικό σφάλµα, για 

απόσταση πιλότων µε 4fN =  σε Rayleigh κανάλι µε παραµέτρους 4/L N=  και 20RMSl L=  του οποίου 

η συχνοτική απόκριση είναι σχετικά οµαλή (σχήµα 6-2-3). Είναι εµφανές το κάτω όριο της απόδοσης των 

µεθόδων πολυωνυµικής παρεµβολής στα µεγάλα SNR, µε µεγαλύτερο αυτό της παρεµβολής µηδενικής 

τάξης όπως είναι αναµενόµενο, σε αντίθεση µε την παρεµβολή µέσω IDFT-DFT η οποία δεν παρουσιάζει 

κάτω όριο. Στο σχήµα 6-3-2 φαίνεται η απόδοση µε βάση το SER της γραµµικής παρεµβολής, της 

παρεµβολής µέσω IDFT-DFT, και της γραµµικής παρεµβολής µε µετέπειτα εφαρµογή φίλτρου µε στόχο 

την µείωση του θορύβου της αρχικής εκτίµησης [11]. Για την εκτίµηση µέσω IDFT-DFT  η απόδοση 

είναι κατά 3dB περίπου χειρότερη από την ιδεατή περίπτωση της τέλειας γνώσης του καναλιού (perfectly 

known channel) για όλες τις τιµές του SNR, η οποία όπως αναφέρθηκε παραπάνω είναι αντίστοιχη της 

LS εκτίµησης. Η γραµµική παρεµβολή µπορεί να θεωρηθεί ικανοποιητική στο εύρος τιµών του SNR από 

0 έως 30dB, χωρίς όµως να επιτυγχάνεται ποσοστό σφάλµατος χαµηλότερο του 310−  ακόµα και στην 

περίπτωση της 4-QAM διαµόρφωσης µε χρήση φίλτρου, λόγω της απόκλισης της καµπύλης της 

πραγµατικής συχνοτικής απόκρισης από την γραµµική προσέγγιση της παρεµβολής.  
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Σχήµα 6-3   Απόδοση των µεθόδων πολυωνυµικής και IDFT-DFT παρεµβολής  
συναρτήσει του SNR του συστήµατος. 
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Πρέπει να σηµειωθεί ότι η απόδοση της παρεµβολή µέσω IDFT-DFT είναι ανεξάρτητη της 

κατανοµής των πιλότων του OFDM συµβόλου και της παραµέτρου RMSl  του συστήµατος εφόσον ισχύει 

pN L≥ . Αυτό φαίνεται και στα σχήµατα 6-4-1,2 όπου εµφανίζεται το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της 

εκτίµησης της γραµµικής και της IDFT-DFT παρεµβολής συναρτήσει της απόστασης των πιλότων fN  

και της παραµέτρου RMSl . Από τα δύο διαγράµµατα προκύπτει ότι η γραµµική παρεµβολή είναι 

συγκρίσιµης απόδοσης µε την IDFT-DFT παρεµβολή για µικρές τιµές των fN και RMSl  που αντιστοιχούν 

σε πυκνή κατανοµή πιλότων και οµαλή συχνοτική απόκριση σε συνθήκες όπου το SNR είναι µικρό. Είναι 

χαρακτηριστικό ότι σε αυτό το εύρος τιµών η γραµµική παρεµβολή έχει λίγο καλύτερη απόδοση από την 

IDFT-DFΤ παρεµβολή. 
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Σχήµα 6-4  Απόδοση των µεθόδων πολυωνυµικής και IDFT-DFT παρεµβολής  
συναρτήσει των παραµέτρων fN  και RMSl . 

 
 

6.2.2   Φίλτρα 
 

Στο σχήµα 6-5 παρουσιάζεται η απόδοση µε βάση το SER των δύο φίλτρων των οποίων η εφαρµογή 

δεν απαιτεί/αξιοποιεί την γνώση της στατιστικής του καναλιού και του θορύβου, δηλαδή του IDFT-DFT 

φίλτρου και του φίλτρου ιδεατής παρεµβολής (sinc interpolator). Επιπλέον για λόγους σύγκρισης 

εµφανίζεται και η απόδοση της IDFT-DFT παρεµβολής. Το φίλτρο ιδεατής παρεµβολής είναι εµφανές ότι 

εµφανίζει κάτω όριο στην απόδοσή του ακόµα και για κανάλι µε παράµετρο 20RMSl L=  για τους λόγους 

που αναφέρθηκαν στην παράγραφο 4.3. Προφανώς η εφαρµογή του σε κανάλι µε εντονότερα 

µεταβαλλόµενη συχνοτικής απόκριση θα είχε ακόµα χειρότερα αποτελέσµατα. Σε αντίθεση µε το φίλτρο 

ιδεατής παρεµβολής, το IDFT-DFT φίλτρο δεν παρουσιάζει κάτω όριο όπως συµβαίνει και µε την IDFT-

DFT παρεµβολή. Για την συγκεκριµένη κατανοµή πιλότων το IDFT-DFT φίλτρο έχει καλύτερη απόδοση 

από την IDFT-DFΤ παρεµβολή, εφόσον στην διαδικασία εκτίµησης του καναλιού µέσω του φίλτρου 

γίνεται χρήση της γνώσης του µήκους cpL N≤  του καναλιού (για την περίπτωση του σχήµατος έχει 
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θεωρηθεί η ακριβής διάρκεια L  του καναλιού). Επειδή είναι 2pN L= , σύµφωνα µε την (4.27) το µέσο 

τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης του IDFT-DFT φίλτρου είναι το µισό της εκτίµησης της IDFT-DFT 

παρεµβολής. Με βάση το SER η απόδοση του IDFT-DFT φίλτρου είναι περίπου 1,6dB χειρότερη από 

την τέλεια γνώση του καναλιού και περίπου 1,4dB καλύτερη από την IDFT-DFT παρεµβολή. Φαίνεται 

δηλαδή ότι η θεώρηση του µήκους του καναλιού από τον αλγόριθµο εκτίµησης καναλιού είναι πολύ 

σηµαντική στην βελτίωση της εκτίµησης. Σηµειώνεται ότι η απόδοση του IDFT-DFT φίλτρου δεν 

εξαρτάται από την παράµετρο RMSl  του καναλιού.  

 

 
Σχήµα 6-5   Απόδοση του IDFT-DFT φίλτρου, του φίλτρου ιδεατής παρεµβολής  

και της IDFT-DFT παρεµβολής συναρτήσει του SNR. 
 

 
 

Το βέλτιστο γραµµικό φίλτρο το οποίο κάνει χρήση της γνώσης της στατιστικής καναλιού και θορύβου 

είναι το Wiener φίλτρο. Στο σχήµα 6-6-1 φαίνεται το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης του 

Wiener φίλτρου για κανάλια µε διαφορετικές παραµέτρους RMSl  συναρτήσει του θορύβου. Οι καµπύλες 

προέκυψαν χρησιµοποιώντας την αναλυτική σχέση της (4.42) θεωρώντας σε όλες τις περιπτώσεις τέλεια 

γνώση των RMSl  και SNR. Φαίνεται ότι η χειρότερη απόδοση προκύπτει όταν RMSl →∞  η οποία 

συµπίπτει µε την απόδοση του απλού IDFT-DFT φίλτρου, εφόσον και τα δύο φίλτρα έχουν 

“τετραγωνισµένο εύρος ζώνης” σε αυτήν την περίπτωση (σχήµα 4-8). Για µικρότερες τιµές της 

παραµέτρου RMSl  το Wiener φίλτρο αποκόπτει µεγαλύτερο µέρος του θορύβου και η απόδοση είναι 

καλύτερη ιδιαιτέρως στα µικρά SNR. Η τελευταία διαπίστωση φαίνεται παραστατικότερα στο σχήµα 6-6-

2 όπου παρουσιάζεται ο λόγος του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος Wiener φίλτρου προσαρµοσµένου 

στην πραγµατική τιµή των RMSl  και SNR προς το µέσο τετραγωνικό σφάλµα του IDFT-DFT φίλτρου. 

Είναι εµφανές ότι στα µικρά SNR το Wiener φίλτρο δίνει αισθητά καλύτερη εκτίµηση για 5/RMSl L< , 

ενώ στα µεγάλα SNR η βελτίωση γίνεται εµφανής για 15RMSl L< . Οι καµπύλες του σχήµατος 6-6-2 

έχουν επιβεβαιωθεί και µε προσοµοίωση. 
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Σχήµα 6-6   Μέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης Wiener φίλτρου  
τέλεια προσαρµοσµένου στις τιµές των RMSl  και SNR 

 
 
 

Το σχήµα 6-6 έχει προκύψει για κατανοµή πιλότων µε 1fN = . Παρόµοια συµπεριφορά έχει και η 

εκτίµηση για 1fN > . Σε αυτή την περίπτωση αναµένεται µείωση της ακρίβειας της εκτίµησης µε την 

αύξηση της απόστασης των πιλότων (ισοδύναµα µε την µείωση των πιλοτικών συχνοτήτων), εφόσον ο 

αλγόριθµος έχει µικρότερη πληροφορία για το κανάλι. Στο σχήµα 6-7-1 φαίνεται η µείωση της απόδοσης 

της εκτίµησης Wiener φίλτρου προσαρµοσµένου στην στατιστική καναλιού και θορύβου συναρτήσει του 

fN . Είναι χαρακτηριστικό ότι η απόδοση µειώνεται γραµµικά µε την αύξηση του fN  αλλά µε κλίση που 

εξαρτάται από την παράµετρο RMSl  του καναλιού. Φαίνεται ότι για κανάλι µε οµαλή συχνοτική απόκριση 

η µείωση της απόδοσης είναι µικρότερη για τον ίδιο αριθµό πιλότων σε σχέση µε την περίπτωση 

καναλιού µε µικρό συνεχές εύρος ζώνης. Αυτό είναι αναµενόµενο εφόσον στην πρώτη περίπτωση λόγω 

του µεγάλου συνεχούς εύρους ζώνης η θεώρηση µεγάλου αριθµού πιλότων δεν δίνει σηµαντικά 

περισσότερη πληροφορία αφού αρκετοί από αυτούς έχουν υποστεί την ίδια παραµόρφωση από το κανάλι. 

Στο σχήµα 6-7-2 φαίνεται η απόδοση του Wiener φίλτρου µε βάση SER για διάφορες τιµές του αριθµού 

pN  των πιλότων, για την περίπτωση καναλιού µε RMSl →∞ , οπότε η απόδοση είναι πρακτικά η ίδια µε 

αυτή που έχει αυτή του απλού IDFT-DFT φίλτρου. Για ποσοστό σφάλµατος 310SER −= , η απόδοση σε 

σχέση µε το ιδεατό σύστηµα είναι χειρότερη κατά 0,35, 1,8, και 2,8 dB περίπου για 1fN = , 4fN = , 

8fN =  αντίστοιχα. 
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Σχήµα 6-7   Μεταβολή της απόδοσης της εκτίµησης για διάφορες τιµές του αριθµού των πιλότων pN  
 

 
6.2.3   Προσαρµογή του Wiener φίλτρου σε στατιστική διαφορετική από την πραγµατική 
 

Στο σχήµα 6-8 φαίνεται η ακρίβεια της εκτίµησης του Wiener φίλτρου για την περίπτωση που είναι 

προσαρµοσµένο σε τιµές των RMSl  και SNR  διαφορετικές από τις πραγµατικές. Έχει θεωρηθεί η 

περίπτωση καναλιού µε 4/L N= , 20RMSl L=  και κατανοµή πιλότων µε 1fN = . Από το διάγραµµα 

προκύπτει ότι η προσαρµογή του φίλτρου σε SNR µικρότερο από το µεγαλύτερο στο οποίο πρόκειται να 

λειτουργήσει το σύστηµα οδηγεί σε κάτω όριο την ακρίβεια της εκτίµησης. Το ίδιο συµβαίνει και εάν το 

φίλτρο προσαρµοστεί σε οµαλότερη συχνοτική απόκριση από την πραγµατική. Εποµένως η προσαρµογή 

του φίλτρου στο µεγαλύτερο SNR που πρόκειται να λειτουργήσει το σύστηµα και στο χειρότερο κανάλι 

από πλευράς µεταβολής της συχνοτικής απόκρισης είναι απαραίτητη για να µπορεί το φίλτρο να δώσει 

εκτίµηση σε όλες τις συνθήκες που πρόκειται να αντιµετωπίσει το σύστηµα, µε κόστος µείωση της 

απόδοσης από την ιδεατή περίπτωση της απόλυτης προσαρµογής. 

 

                      

Σχήµα 6-8   Προσαρµογή 
του Wiener φίλτρου σε 
διαφορετικές τιµές  
των RMSl  και SNR από τις 
πραγµατικές  
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6.2.4   Μείωση της πολυπλοκότητας του Wiener φίλτρου 

 

Στην συνέχεια θα εξεταστούν οι τροποποιήσεις του Wiener φίλτρου και οι διαφορετικές υλοποιήσεις 

του που οδηγούν σε µείωση της πολυπλοκότητας της εκτίµησης. Η πιο απλή µέθοδος µείωσης της 

πολυπλοκότητας είναι η µείωση της τάξης του φίλτρου θεωρώντας για κάθε εκτίµηση σε µία υπο-

φέρουσα k , έναν αριθµό πιλότων p pK N< . Θα θεωρηθεί η περίπτωση που το κανάλι έχει κρουστική 

απόκριση οµοιόµορφης κατανοµής ισχύος ( RMSl →∞ ) ως άνω όριο της απόδοσης του φίλτρου 

(αντίστοιχης του IDFT-DFT φίλτρου) και 1fN = . Στο σχήµα 6-9 φαίνεται η απόδοση της εκτίµησης για 

διάφορες τιµές του pK  µε το φίλτρο απόλυτα προσαρµοσµένο στην στατιστική καναλιού θορύβου. Για 

κάθε υπο-φέρουσα k  επιλέγονται οι pK  πιλοτικές υπο-φέρουσες µε την µεγαλύτερη µε αυτήν 

συσχέτιση. Όπως είναι αναµενόµενο όσο µεγαλύτερος αριθµός πιλότων χρησιµοποιείται στην εκτίµηση 

τόσο καλύτερο είναι και το αποτέλεσµα. Είναι χαρακτηριστικό ότι ακόµα και µε χρήση 8 16p pK N= =  

πιλότων η εκτίµηση είναι αρκετά καλύτερη από την LS εκτίµηση, που σηµαίνει ότι η απόρριψη των 

πιλοτικών συχνοτήτων µε µικρή συσχέτιση λόγω του µικρού συνεχούς εύρους ζώνης του καναλιού δεν 

επηρεάζει πολύ την ακρίβεια της εκτίµησης.  
 

 
Σχήµα 6-9   Μέσο τετραγωνικό σφάλµα της MMSE εκτίµησης µε χρήση 

 p pK N<  πιλοτικών συχνοτήτων για κάθε εκτίµηση 
 
 

Η πιο αποδοτική υλοποίηση της MMSE εκτίµησης όσον αφορά την πολυπλοκότητα είναι η  ΜΜSE 

παρεµβολή µέσω των µετασχηµατισµών IFFT-FFT (σχήµα 4-11). Από την ανάλυση της µεθόδου 

προέκυψε ότι η απόδοσή της είναι ίδια µε αυτή του Wiener φίλτρου µε την προϋπόθεση ότι και οι N  

υπο-φέρουσες του συστήµατος είναι διαµορφωµένες ( uN N= ). Στο σχήµα 6-10 εξετάζεται η ικανότητα 

εφαρµογής του αλγορίθµου στην περίπτωση όπου υπάρχουν αδιαµόρφωτες υπο-φέρουσες. Οι 

αδιαµόρφωτες υπο-φέρουσες δεν φέρουν καµία πληροφορία για την συχνοτική απόκριση σε αυτές τις 

συχνότητες µε αποτέλεσµα το διάνυσµα ,ĤLS p  στον οποίο θα εφαρµοστεί αρχικά ο IDFT να είναι της 

µορφής ( ) ( ) ( )1 2 0 0,ˆ ˆ ˆ ˆH , , , , , ,N p

T
LS p LS p LS p LS pH k H k H k= ⎡ ⎤⎣ ⎦K K , όπου έχει γίνει η θεώρηση ότι οι 
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αδιαµόρφωτες υποφέρουσες είναι οι τελευταίες uN N−  υπο-φέρουσες του συστήµατος. Τα τελευταία 

µηδενικά του διανύσµατος αντιστοιχούν στις υπο-φέρουσες εκείνες όπου για uN N=  θα ήταν πιλοτικές, 

οπότε η εφαρµογή του IDFT θα έδινε την πραγµατική κρουστική απόκριση µαζί µε θόρυβο  (σχέση 

(4.59)). Λόγω της παρουσίας µηδενικών θα προκύψει µία παραµορφωµένη εκδοχή της λόγω έλλειψης 

πληροφορίας σε αυτά τα σηµεία. Συγκεκριµένα στο σχήµα 6-10-1 φαίνεται η µείωση της απόδοσης της 

εκτίµησης µέσω IDFT-DFT συναρτήσει του αριθµού των διαµορφωµένων υπο-φέρουσων uN , για τις 

περιπτώσεις καναλιού οµαλής και έντονα µεταβαλλόµενης συχνοτικής απόκρισης ( 30/RMSl L=  και 

RMSl →∞  αντίστοιχα) για SNR = 40dB. Είναι χαρακτηριστικό ότι ακόµα και µε µία αδιαµόρφωτη υπο-

φέρουσα το µέσο τετραγωνικού σφάλµατος αυξάνεται κατά δύο τάξεις µεγέθους σε σχέση µε την 

περίπτωση όπου uN N= . Στο σχήµα 6-10-2 φαίνεται η απόδοση της εκτίµησης για 117uN =  µε βάση το 

SER, για κανάλι µε παράµετρο 10RMSl L= , όπου έχουν θεωρηθεί δύο διαδικασίες. Η πρώτη είναι αυτή 

που µόλις περιγράφηκε ενώ στην άλλη γίνεται πρώτα εκτίµηση των µηδενικών σηµείων του διανύσµατος 

,ĤLS p  µέσω γραµµικής παρεµβολής. Από το διάγραµµα φαίνεται ότι αν και η γραµµική παρεµβολή 

ελαττώνει το κάτω όριο της εκτίµησης, η απόδοση του συστήµατος δεν φτάνει στο όριο του 310SER −=  

ακόµα και µε χρήση 4-QAM διαµόρφωσης.  
 

 
      1                 2 

Σχήµα 6-10   Εφαρµογή της παρεµβολής µέσω IDFT-DFT σε OFDM σύστηµα µε αδιαµόρφωτες υπο-φέρουσες. 
 

 
Μείωση της πολυπλοκότητας του Wiener φίλτρου επιτυγχάνεται και µε την χρήση του MAP 

αλγορίθµου εκτίµησης καναλιού της (4.75). Από προσοµοιώσεις προκύπτει ότι η απόδοση του MAP 

αλγορίθµου είναι ακριβώς ίδια µε το Wiener φίλτρο εφόσον η κρουστική απόκριση των καναλιών είναι 

της µορφής της (4.74). Η διαφορά µεταξύ της εκτίµησης της (4.75) µε αυτή της (4.41) είναι ότι η 

τελευταία είναι γενικότερη για οποιαδήποτε στατιστική καναλιού, ενώ η πρώτη έχει εξαχθεί µε την 

συγκεκριµένη θεώρηση καναλιού της (4.74). Στην περίπτωση όπου οι δύο αλγόριθµοι εφαρµόζονται σε 

κανάλια αυτής της µορφής προκύπτει η ίδια εκτίµηση. Πλεονέκτηµα του MAP αλγορίθµου είναι η 

χαµηλότερη πολυπλοκότητά του σε σχέση µε το Wiener φίλτρο και η δυνατότητα εφαρµογής του σε 
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συστήµατα µε αδιαµόρφωτες υπο-φέρουσες. Επιπλέον και ο αλγόριθµος MMSE εκτίµησης µε χρήση 

SVD της (4.47) δίνει τα ίδια αποτελέσµατα µε το Wiener φίλτρο εφόσον οι ιδιοτιµές που παραλείπονται 

είναι αµελητέες. Στην περίπτωση όπου το κανάλι περιγράφεται από διακριτή FIR κρουστική απόκριση L  

σηµείων, η θεώρηση των L  µεγαλύτερων ιδιοτιµών περιέχει όλη την πληροφορία της στατιστικής του 

καναλιού εφόσον οι υπόλοιπες είναι εξ ορισµού µηδενικές, συνεπώς και η απόδοση της εκτίµησης είναι 

ακριβώς ίδια µε αυτή του Wiener φίλτρου. 

 

6.2.5   Σύγκριση µεταξύ IDFT-DFT φίλτρου και Wiener φίλτρου 
 

Από το σχήµα 6-5-1 προκύπτει οτι η MMSE εκτίµηση µπορεί να δώσει για κανάλια που 

χαρακτηρίζονται από την παράµετρο 30RMSl L= , από 3dB καλύτερη εκτίµηση στα µεγάλα SNR έως και 

6 στα µικρότερα σε σχέση µε την εκτίµηση του IDFT-DFT φίλτρου. Από το σχήµα 6-1 φαίνεται ότι 

κανάλια µε εκθετική κατανοµή ισχύος που χαρακτηρίζεται από την τιµή 30RMSl L=  έχουν αριθµό µη 

αµελητέων σηµείων αρκετά µικρότερο του L , που σηµαίνει ότι εάν για την εκτίµηση µέσω IDFT-DFT 

φίλτρου θεωρηθούν ως µήκος της κρουστικής fL L≤  σηµεία, θα αποκοπεί περισσότερος θόρυβος και η 

εκτίµηση θα είναι καλύτερη. Αυτό φαίνεται στο σχήµα 6-11, όπου για κανάλι µε παράµετρο  30RMSl L=  

εξετάζεται η ακρίβεια της εκτίµησης του IDFT-DFT φίλτρου για το οποίο γίνεται η θεώρηση ότι το 

µήκος της κρουστικής είναι fL  σηµεία. Επιπλέον παρουσιάζεται και η βέλτιστη  εκτίµηση που δίνει το 

Wiener φίλτρο προσαρµοσµένο στις τιµές των RMSl  και SNR. Είναι εµφανής η βελτίωση της απόδοσης 

του φίλτρου για τιµή fL  αρκετά µικρότερης αυτής του L . Συγκεκριµένα για 2fL L=  η απόδοση του 

φίλτρου τείνει στην απόδοση της MMSE εκτίµησης στα µεγάλα SNR. Για µικρότερο fL  το φίλτρο 

αποκόπτει µη αµελητέα σηµεία της κρουστικής µε αποτέλεσµα να χάνεται πληροφορία αν και στα 

µικρότερα SNR πλησιάζει ακόµα περισσότερο την απόδοση του Wiener φίλτρου. Συγκρίνοντας τις 

καµπύλες τις MMSE εκτίµησης και του IDFT-DFT φίλτρου µε 2fL L=  προκύπτει ότι η καλύτερη 

απόδοση του Wiener φίλτρου οφείλεται στην γνώση της ισχύος του θορύβου, το οποίο υποδεικνύεται και 

από την σχέση (4.75).  

                            

Σχήµα 6-11   Σύγκριση 
IDFT-DFΤ φίλτρου µε 
Wiener φίλτρο 
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6.2.6   Χρονικά αµετάβλητο κανάλι 
 

Στις περισσότερες εφαρµογές του OFDM το κανάλι είναι τόσο αργά µεταβαλλόµενο ώστε να 

θεωρείται µε µεγάλη ακρίβεια ως χρονικά αµετάβλητο για ένα µεγάλο αριθµό OFDM συµβόλων. Σε αυτή 

την περίπτωση η εκτίµηση του καναλιού µε χρήση ενός και µόνο πιλοτικού OFDM συµβόλου είναι 

ικανοποιητική για την εξίσωση και των επόµενων OFDM συµβόλων. Μία µέθοδος εκτίµησης/εξίσωσης 

καναλιού που χρησιµοποιείται σε πολλές περιπτώσεις είναι ο αλγόριθµος LMS [1]. Ο αλγόριθµος 

ξεκινώντας από µία αρχική εκτίµηση για την συχνοτική απόκριση (ή και από µία τυχαία τιµή εάν δεν 

γίνεται χρήση πιλότων), µε επεξεργασία των επόµενων ανιχνευµένων συµβόλων σταδιακά κάνει 

ανανέωσή της, η οποία συγκλίνει στην MMSE εκτίµηση του καναλιού. Στο σχήµα 6-12 εξετάζεται ένα 

OFDM σύστηµα στο οποίο η εκτίµηση του καναλιού γίνεται µε βάση πιλοτικά OFDM σύµβολα µε 

pN N=  τα οποία εκπέµπονται περιοδικά. Θεωρείται ότι το κανάλι είναι χρονικά αµετάβλητο για 80 

διαδοχικά σύµβολα. Με δεδοµένη την αρχική LS εκτίµηση του καναλιού, εξετάζονται οι παρακάτω 

διαδικασίες εκτίµησης καναλιού. Η πρώτη είναι η χρήση φίλτρου µε στόχο την µείωση του θορύβου των 

LS εκτιµήσεων (IDFT-DFT filter) και η δεύτερη η ανανέωση της LS εκτίµησης ανά OFDM σύµβολο 

µέσω του LMS αλγόριθµου (LMS with LS initial est.). Επιπλέον εξετάζεται η εφαρµογή του LMS 

αλγόριθµου µε αρχική τιµή την εκτίµηση που δίνει το φίλτρο (LMS with filtered LS initial est.). Για το 

φίλτρο θεωρείται ότι fL L=  (η διάρκεια του καναλιού είναι γνωστή στον δέκτη) ενώ εφαρµόσθηκε ο 

κανονικοποιηµένος αλγόριθµος LMS (NLMS) [1], µε την παράµετρο βήµατος µ  να έχει την τιµή που 

δίνει την βέλτιστη εκτίµηση (προκύπτει πειραµατικά). Στο σχήµα 6-12-1 εµφανίζεται το µέσο 

τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης των διαφόρων µεθόδων. Κατά την εφαρµογή του NLMS η εκτίµηση 

συνεχώς µεταβάλλεται και θεωρητικά έχει την µεγαλύτερη ακρίβεια στο τελευταίο OFDM σύµβολο. Στο 

σχήµα παρουσιάζεται η ακρίβεια της τελικής εκτίµησης του NLMS. Φαίνεται ότι η τελική εκτίµηση του 

NLMS είναι καλύτερη από αυτή του φίλτρου ακόµα και µε χρήση των αρχικών LS εκτιµήσεων, ενώ είναι 

ακόµα καλύτερη µε χρήση ως αρχικής τιµής την εκτίµηση του IDFT-DFT φίλτρου. Πιο παραστατική 

πληροφορία για την απόδοση των αλγόριθµων φαίνεται στο σχήµα 6-12-2 στο οποίο παρουσιάζεται η 

απόδοση µε βάση το ποσοστό σφάλµατος ανίχνευσης συµβόλου. Εδώ φαίνεται ότι η απόδοση της 

εκτίµησης µε IDFT-DFT φίλτρο είναι καλύτερη της µεθόδου NLMS µε αρχική τιµή την LS εκτίµηση 

κατά 1dB περίπου, και ελάχιστα χειρότερη από την µέθοδο NLMS µε αρχική τιµή την εκτίµηση του 

φίλτρου. Αυτό φανερώνει ότι η εκτίµηση του φίλτρου είναι πολύ κοντά στην MMSE εκτίµηση και 

επιπλέον ότι  η εκτίµηση του NLMS είναι αρκετά χειρότερη στα πρώτα OFDM σύµβολα σε σχέση µε την 

εκτίµηση του τελευταίου συµβόλου του σχήµατος 6-12-1. Συνεπώς η χρήση απλού φίλτρου δίνει 

ικανοποιητική εκτίµηση καναλιού, χωρίς να απαιτείται περαιτέρω επεξεργασία της. 
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Σχήµα 6-12   Σύγκριση της εκτίµησης καναλιού µεταξύ του IDFT-DFT φίλτρου και του αλγόριθµου NLMS για 
χρονικά αµετάβλητο κανάλι. 

 
 
6.3   Αλγόριθµοι επεξεργασίας σήµατος στις δύο διαστάσεις 
 
 

Οι αλγόριθµοι µε επεξεργασία σήµατος σε δύο διαστάσεις θα εξεταστούν για την περίπτωση 

µεταβαλλόµενου καναλιού αφού µόνο τότε έχει νόηµα η χρήση τους. Ως µέτρο της µεταβολής του 

καναλιού θα θεωρηθεί η µέγιστη συχνότητα Doppler κανονικοποιηµένη ως προς την απόσταση των 

διαδοχικών υπο-φέρουσων του OFDM συστήµατος, δηλαδή το µέγεθος ,max ,maxd df f f T∆ = . Ο τρόπος 

µεταβολής του καναλιού περιγράφεται από την συνάρτηση αυτοσυσχέτισης στο χρόνο της (2.26). 

Επιπλέον θα θεωρηθεί ότι το κανάλι παραµένει σταθερό τουλάχιστον κατά την διάρκεια ενός OFDM 

συµβόλου συµπεριλαµβανοµένης και της διάρκειας του κυκλικού προθέµατος. Ένα παράδειγµα 

µεταβαλλόµενης συχνοτικής απόκρισης φαίνεται στο σχήµα 6-13. 
 

 
 

Σχήµα 6-13   Μεταβαλλόµενη συχνοτική απόκριση 
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Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 2.3 για να θεωρηθεί οτι το κανάλι είναι σταθερό κατά την διάρκεια 

ενός OFDM συµβόλου θα πρέπει η µέγιστη συχνότητα Doppler να είναι περιορισµένη σε ένα πεδίο τιµών 

στο οποίο η ισχύς του ICI να είναι αµελητέα σε σχέση µε τον θόρυβο του συστήµατος. Στη συνέχεια, 

προκειµένου να εξεταστεί η αποτελεσµατικότητα των αλγορίθµων σε έντονα µεταβαλλόµενες συνθήκες 

λειτουργίας, θα θεωρηθούν σε ορισµένες περιπτώσεις κανάλια τα οποία είναι σταθερά κατά την διάρκεια 

ενός OFDM συµβόλου αλλά η µεταβολή τους αντιστοιχεί σε συχνότητες Doppler για τις οποίες αυτή η 

παραδοχή δεν είναι σωστή.  

Στο σχήµα 6-14 φαίνεται η απόδοση της εφαρµογής του αλγορίθµου NLMS για διάφορες τιµές του 

,maxdf T  που θα εξεταστούν στην συνέχεια, µε ανανέωση της εκτίµησης κάθε 5tN =  σύµβολα. Για κάθε 

καµπύλη έχει χρησιµοποιηθεί η τιµή της παραµέτρου βήµατος που έχει την καλύτερη απόδοση. Είναι 

εµφανής η αδυναµία του αλγορίθµου να ακολουθήσει την µεταβολή του καναλιού µε εξαίρεση την 

περίπτωση όπου 310,maxdf T −=  και 4-QAM διαµόρφωση. 

 

 
Σχήµα 6-14  Εφαρµογή του αλγόριθµου NLMS σε χρονικά µεταβαλλόµενα κανάλια. 

 
 
 
6.3.1   Βελτίωση της εκτίµησης µε γνώση της χρονικής µεταβολής του καναλιού 
 
Στο σχήµα 6-15 φαίνεται η απόδοση της εκτίµησης µε επεξεργασία σήµατος σε δύο διαστάσεις 

συναρτήσει του αριθµού M  των OFDM συµβόλων που χρησιµοποιούνται για την εκτίµηση. Η εκτίµηση 

γίνεται µε την εφαρµογή δύο ανεξάρτητων φίλτρων ( 2 1 D× − ), ένα στην διάσταση της συχνότητας και 

ένα στην διάσταση του χρόνου απόλυτα προσαρµοσµένα στην στατιστική καναλιού και θορύβου (είναι 

δηλαδή γνωστές οι τιµές των , , , SNR,maxRMS dL l f ), ενώ η κατανοµή των πιλότων του συστήµατος είναι 

αυτή του σχήµατος 3-3-2 µε 8fN =  και 1tN = . Προφανώς µε αυτή την κατανοµή µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί αλγόριθµος εκτίµησης καναλιού στην µία διάσταση, αλλά αναµένεται να έχει µικρότερη 

ακρίβεια κάτι το οποίο επιβεβαιώνεται και από τις προσοµοιώσεις.  
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Η περίπτωση 0,maxdf T =  αντιστοιχεί στην περίπτωση χρονικά αµετάβλητου καναλιού, οπότε η εφαρµογή 

του φίλτρου στο πεδίο του χρόνου ισοδυναµεί µε διαδικασία εύρεσης του µέσου όρου των M  

εκτιµήσεων της συχνοτικής απόκρισης. Στις περιπτώσεις όπου η συχνότητα Doppler δεν είναι µηδενική η 

καµπύλη του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος έχει την ίδια µορφή αλλά µετατοπισµένη προς 

µεγαλύτερες τιµές του M . Συγκεκριµένα για βελτίωση του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος σε σχέση µε 

την περίπτωση 1M =  κατά µία τάξη µεγέθους χρειάζονται 10, 20, 40M =  περίπου OFDM σύµβολα για 

κανάλια µε συχνότητα Doppler 3 20, 10 , 10,maxdf T − −=  αντίστοιχα. 

 

 
Σχήµα 6-15  Μέσο τετραγωνικό σφάλµα δισδιάστατης εκτίµησης συναρτήσει  

του αριθµού των θεωρούµενων OFDM συµβόλων 
 
 

Στο σχήµα 6-16-1 φαίνεται το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης για τιµές του 5M =  και 10, 

συναρτήσει της ισχύς του θορύβου του συστήµατος. Και εδώ έχει θεωρηθεί εκτίµηση µε χρήση δύο 

ανεξάρτητων φίλτρων, τα οποία είναι προσαρµοσµένα στο χαµηλότερο SNR λειτουργίας του 

συστήµατος, ενώ το φίλτρο στο πεδίο του χρόνου είναι απόλυτα προσαρµοσµένο στην χρονική µεταβολή 

του καναλιού. Σε όλες τις περιπτώσεις το σφάλµα της εκτίµησης ελαττώνεται γραµµικά µε την µείωση 

του θορύβου, ενώ όπως αναφέρθηκε παραπάνω για κανάλια µε µεγαλύτερη συχνότητα Doppler 

απαιτείται µεγαλύτερο M  για ίδια ακρίβεια εκτίµησης. Επιπλέον παρουσιάζεται και το σφάλµα της 

εκτίµησης που δίνει η εφαρµογή αλγορίθµου εκτίµησης καναλιού σε µία διάσταση (1-D) του οποίου η 

απόδοση είναι ανεξάρτητη της µεταβολής του καναλιού. Φαίνεται ότι για 5M =  η εκτίµηση στις δύο 

διαστάσεις έχει τουλάχιστον 3,5dB καλύτερη απόδοση ως προς το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της 

εκτίµησης σε σχέση µε την εκτίµηση σε µία διάσταση ( 1M = ).  
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Σχήµα 6-16   Μεταβολή της ακρίβειας της δισδιάστατης εκτίµησης  
για διάφορες τιµές του M  συναρτήσει του SNR του συστήµατος. 

 
 

Στο σχήµα 6-16-2 φαίνεται η απόδοση των αλγορίθµων µε βάση το SER για 4-QAM διαµόρφωση, 

όπου και πάλι η υπεροχή της δισδιάστατης εκτίµησης είναι εµφανής. Για 210,maxdf T −=  η θεώρηση 

1, 5, 10M =  OFDM συµβόλων είναι χειρότερη κατά 2,8, 1,3, 0,8dB αντίστοιχα σε σχέση µε την ιδεατή 

περίπτωση όπου το κανάλι είναι γνωστό.  
 
 

      
 
 
6.3.2   Πολυπλοκότητα και κατανοµή πιλότων 
 

Στην προηγούµενη παράγραφο έγινε σύγκριση της εκτίµησης επεξεργασίας σήµατος στις δύο 

διαστάσεις µε την εκτίµηση επεξεργασίας σήµατος στην µία διάσταση για την ίδια κατανοµή πιλότων, 

όπου φάνηκε ότι η δισδιάστατη εκτίµηση δίνει αρκετά καλύτερα αποτελέσµατα, µε κόστος όµως την 

µεγαλύτερη πολυπλοκότητα, εξαιτίας της χρήσης πληροφορίας από µεγαλύτερο αριθµό πιλότων. Ένας 

τρόπος µείωσης της πολυπλοκότητας είναι η αποδοτικότερη κατανοµή πιλότων στο δισδιάστατο πλέγµα 

συχνότητας-χρόνου µε τέτοιο τρόπο ώστε η εκτίµηση να είναι ακριβής µε µικρότερη όµως 

πολυπλοκότητα [21]. Τα ζητήµατα αυτά εξετάζονται στο σχήµα 6-17. Για µεταβαλλόµενο κανάλι µε 
210,maxdf T −=  εξετάζονται τρεις διαφορετικές διαδικασίες εκτίµησης. Η πρώτη είναι η απλή εκτίµηση 

στην µία διάσταση µε κατανοµή πιλότων της µορφής του σχήµατος 3-3-2, της οποίας η πολυπλοκότητα 

εξαρτάται από τον αριθµό των πιλότων που υπάρχουν στο OFDM σύµβολο (θεωρείται ότι τα φίλτρα 

χρησιµοποιούν όλους τους πιλότους της διάστασης στην οποία εφαρµόζονται). Για την συγκεκριµένη 

κατανοµή πιλότων είναι 6 22f pN N= ⇒ = , συνεπώς η πολυπλοκότητα ανά εκτίµηση σε κάθε υπο-

φέρουσα είναι 22 πολλαπλασιασµοί. Για την ίδια κατανοµή πιλότων ( 6, 1f tN N= = ) εφαρµόζεται η 

δισδιάστατη εκτίµηση µε ξεχωριστά φίλτρα για 11M =  OFDM σύµβολα. Όπως και προηγουµένως η 
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εκτίµηση είναι καλύτερη αλλά µε πολυπλοκότητα 33pN M+ =  πολλαπλασιασµούς ανά εκτίµηση, µε 

τον όρο pN  να αντιστοιχεί στην εφαρµογή του φίλτρου στο πεδίο της συχνότητας και τον όρο M  στην 

εφαρµογή του φίλτρου στο πεδίο του χρόνου. Η τρίτη µέθοδος αφορά δισδιάστατη εκτίµηση, µε 

διαφορετική κατανοµή πιλότων, συγκεκριµένα µε 5, 2f tN N= = , της µορφής του σχήµατος (5-1), πάλι 

για 11M = . Η εκτίµηση µε αυτή την κατανοµή προκύπτει ότι χρειάζεται περίπου 20,18 

πολλαπλασιασµούς ανά υπο-φέρουσα, αριθµός µικρότερος από τις δύο προηγούµενες διαδικασίες 

εκτίµησης του καναλιού. Από το σχήµα προκύπτει ότι η ακρίβεια της δισδιάστατης εκτίµησης 

µικρότερης πολυπλοκότητας έχει µικρή πτώση σε σχέση µε την πολυπλοκότερη δισδιάστατη εκτίµηση 

λόγω της χρήσης µικρότερου αριθµού πιλότων, αλλά παραµένει αρκετά καλύτερη από την µονοδιάστατη 

εκτίµηση. Σηµειώνεται ακόµα ότι η κατανοµή πιλότων µε 6, 1t tN N= =  απαιτεί το 17 18, %  των 

εκπεµπόµενων συµβόλων να είναι πιλοτικά, ενώ για την κατανοµή µε 5, 2f tN N= =  το ποσοστό αυτό 

είναι 11 08, % . 
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Σχήµα 6-17   Απόδοση της δισδιάστατης εκτίµησης για διαφορετικές κατανοµές πιλότων 
 
 

Η πολυπλοκότητα της εκτίµησης µπορεί να µειωθεί ακόµα περισσότερο µε εφαρµογή των µεθόδων 

µείωσης της πολυπλοκότητας των φίλτρων. Για το φίλτρο που εφαρµόζεται στο πεδίο του χρόνου, η µόνη 

µέθοδος µείωσης της πολυπλοκότητας εκτός της χρήσης φίλτρου µικρότερης τάξης, είναι η απλοποίηση 

µέσω SVD. Αυτό οφείλεται στο ότι το κανάλι στο πεδίο του χρόνου t  δεν µπορεί να περιγραφεί από ένα 

πεπερασµένο αριθµό διακριτών σηµείων, όπως θεωρείται ότι συµβαίνει για την περιγραφή του στην 

διάσταση τ , και η απλοποίηση µέσω SVD είναι η µόνη µέθοδος στην οποία δεν γίνεται θεώρηση για 

πεπερασµένη διακριτή περιγραφή του καναλιού. Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 5.3 ο αριθµός των 

µη αµελητέων ιδιοτιµών του πίνακα αυτοσυσχέτισης του καναλιού στο πεδίο του χρόνου ισούται µε καλή 

προσέγγιση µε ( )2 ,maxt d cp sr f N N T M= + . Για την περίπτωση που εξετάστηκε σε αυτή την παράγραφο 

αυτό σηµαίνει ότι µόνο µία ιδιοτιµή είναι µη αµελητέα. Εποµένως η πολυπλοκότητα του φίλτρου στο 
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πεδίο του χρόνου θα είναι σύµφωνα µε την σχέση της σελίδας 54 (παράγραφος 4.5.2), ( )1 1 11 11 2⋅ + =  

και ( )1 1 6 11 1 5,⋅ + ≈  πολλαπλασιασµοί για την κατανοµή πιλότων µε 11, 1tM N= =  και 11, 2tM N= =  

αντίστοιχα, πολύ λιγότεροι σε σχέση µε τους 11 και 6 πολλαπλασιασµούς των µη απλοποιηµένων 

φίλτρων. Από προσοµοιώσεις που δεν παρουσιάζονται στο κείµενο προκύπτει ότι η εκτίµηση µε την 

παραπάνω απλοποίηση έχει αµελητέα πτώση απόδοσης.  

 

6.3.3   Προσαρµογή του φίλτρου σε διαφορετική  στατιστική από την πραγµατική 
 

Το πρόβληµα της προσαρµογής του φίλτρου σε στατιστική καναλιού και θορύβου διάφορετική από 

την πραγµατική εξετάστηκε εκτενώς για την εκτίµηση µε επεξεργασία σήµατος στο πεδίο της 

συχνότητας, όπου προέκυψε ότι η προσαρµογή του φίλτρου στο χειρότερο δυνατό κανάλι που πρόκειται 

να αντιµετωπίσει το σύστηµα και στο µεγαλύτερο SNR δίνει ικανοποιητική εκτίµηση ανεξάρτητη της 

πραγµατικής στατιστικής. Εφόσον η εκτίµηση σε δύο διαστάσεις διαχωρίζεται σε δύο ανεξάρτητες 

διαδικασίες εκτίµησης, στην συχνότητα και στον χρόνο, τα παραπάνω αποτελέσµατα εφαρµόζονται και 

στην δισδιάστατη εκτίµηση όσον αφορά την προσαρµογή στην στατιστική του καναλιού στο πεδίο της 

συχνότητας. Όσον αφορά την προσαρµογή στην στατιστική του καναλιού στο πεδίο του χρόνου, χρήσιµα 

συµπεράσµατα προκύπτουν από το σχήµα 6-18-1 στο οποίο παρουσιάζεται η ακρίβεια της δισδιάστατης 

εκτίµησης µε λανθασµένη θεώρηση της πραγµατικής συχνότητας Doppler ,maxdf  του καναλιού. Φαίνεται 

ότι η χειρότερη εκτίµηση γίνεται θεωρώντας είτε ότι το κανάλι είναι χρονικά αµετάβλητο, είτε ότι η 

συχνότητα Doppler είναι πολύ µεγαλύτερη της πραγµατικής (κατά µία τάξη µεγέθους), ενώ η θεώρηση 

συχνότητας Doppler µεταξύ των τιµών 0 5 ,max. df  έως 2 ,maxdf  δίνει εκτίµηση πολύ κοντά στην εκτίµηση 

ακριβής προσαρµογής στην πραγµατική συχνότητα Doppler για το πεδίο τιµών του SNR του σχήµατος. 

Το αποτέλεσµα αυτό φαίνεται παραστατικότερα στο σχήµα 6-18-2, στο οποίο παρουσιάζεται η ακρίβεια 

της εκτίµησης σε SNR = 40dB µε απόκλιση από την πραγµατική συχνότητα Doppler, για δύο 

διαφορετικές θεωρήσεις όσον αφορά την µορφή της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης του καναλιού στο 

χρόνο. Η πρώτη θεώρηση είναι η πραγµατική συνάρτηση της αυτοσυσχέτισης του καναλιού της (2.26) 

(καµπύλη bessel στο διάγραµµα) της οποίας ο µετασχηµατισµός Fourier φαίνεται στο σχήµα 2-3-2, ενώ η 

δεύτερη θεώρηση είναι η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της µορφής :  
 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 22 ,maxt d cp sr m m f N N T m mπ⎡ ⎤− = + −⎣ ⎦sinc  (6.1) 

 
(καµπύλη sinc στο σχήµα) της οποίας ο µετασχηµατισµός Fourier είναι τετραγωνικός παλµός στο 

διάστηµα  ,maxdf−  έως ,maxdf  ( ( ) ( )sinx x x=sinc ). Από το διάγραµµα προκύπτει ότι η θεώρηση της (6.1) 

παρόλο που διαφέρει από την πραγµατική µορφή της αυτοσυσχέτισης του καναλιού δίνει καλύτερη 

εκτίµηση για προσαρµογή σε διαφορετική συχνότητα Doppler από την πραγµατική [23]. Για παράδειγµα, 

στην περίπτωση όπου έχει θεωρηθεί συχνότητα Doppler τέσσερις φορές µεγαλύτερη από την πραγµατική 

( ( ) 4,max ,maxd destf f= × ) το µέσο τετραγωνικό σφάλµα για την θεώρηση της (6.1) για τις συγκεκριµένες 
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συνθήκες στις οποίες γίνεται η εκτίµηση είναι ίσο µε 52 5 10, −⋅  ενώ για την  θεώρηση της (2.26) το µέσο 

τετραγωνικό σφάλµα είναι ισούται µε 53 3 10, −× .  
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Σχήµα 6-18  Προσαρµογή του φίλτρου στο πεδίο του χρόνου σε διαφορετική συχνότητα  
Doppler και διαφορετική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης 

 
 

Μία ιδιαίτερη περίπτωση απόκλισης του αλγόριθµου εκτίµησης καναλιού από την πραγµατική 

στατιστική του καναλιού είναι η περίπτωση όπου υπάρχει απόκλιση συχνότητας µεταξύ ποµπού και 

δέκτη. Επεκτείνοντας την ανάλυση της (1.14) για την περίπτωση ύπαρξης καναλιού µεταξύ ποµπού και 

δέκτη και το m  OFDM σύµβολο, µπορεί να δειχθεί ότι µετά την αποδιαµόρφωση µέσω FFT των OFDM 

συµβόλων, προκύπτει [37]:  
 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )0 0

12 1 2

0

1 , 0 1, 1 2, ,cp cp
Nj f N N N m j f n

m m m m m
n

Y k X k H k e e ICI k W k k N m
N

π π
−

+ + −

=

= + + ≤ ≤ − =∑ K ,(6.2) 

 
όπου 0f  η κανονικοποιηµένη απόκλιση συχνότητας. Ο όρος ICI οφείλεται στην απόκλιση συχνότητας η 

οποία αναιρεί την ορθογωνιότητα µεταξύ των υπο-φέρουσων του συστήµατος. Για µεγάλο αριθµό υπο-

φέρουσων µπορεί να προσεγγιστεί ως κανονικός θόρυβος µηδενικής µέσης τιµής. Θεωρώντας αµελητέο 

τον όρο του ICI, µπορεί να θεωρηθεί ο συνδυασµός της επίδρασης καναλιού και απόκλισης συχνότητας 

από την ισοδύναµη απόκριση ( ) ( )( ) ( )( )[ ]{ } { }1
0 00

1 2 1 2exp expN
m m cp cp n

H k H k N j f N N N m j f nπ π−

=
= + + − ∑% , 

µε την αυτοσυσχέτιση ως προς τον χρόνο να δίνεται από την σχέση : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 22
1 2 0 1 22 ,max

cpj f N N m m
t d cp sr m m J f N N T m m e ππ + −⎡ ⎤− = + − ⋅⎣ ⎦ , (6.3) 

 
όπου ο πρώτος όρος αντιστοιχεί στην µεταβολή του καναλιού λόγω φαινοµένου Doppler και ο δεύτερος 

στην απόκλιση συχνότητας. Η θεώρηση του αλγόριθµου εκτίµησης καναλιού µόνο του όρου που 
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οφείλεται στο φαινόµενο Doppler αναµένεται να προκαλέσει σφάλµα εάν η απόκλιση συχνότητας είναι 

σηµαντική.  

Στο σχήµα 6-19 φαίνεται η απόδοση της δισδιάστατης εκτίµησης (µε εφαρµογή δύο ανεξάρτητων 

φίλτρων) για την περίπτωση όπου υπάρχει απόκλιση συχνότητας 2
0 10f −=  και συχνότητα Doppler 

310,maxdf T −= , µε το φίλτρο στο πεδίο του χρόνου να είναι προσαρµοσµένο σε διάφορες τιµές 

συχνότητας Doppler. Στην περίπτωση που θεωρηθεί µόνο η µεταβολή λόγω φαινοµένου Doppler η 

εκτίµηση είναι εντελώς λανθασµένη λόγω της ισχυρής επίδρασης της απόκλισης συχνότητας, ενώ εάν  

είναι γνωστά τα 0f  και ,maxdf  η εκτίµηση είναι η καλύτερη δυνατή εφόσον είναι γνωστή η ακριβής 

µορφή της (6.3). Είναι χαρακτηριστικό ότι η εκτίµηση εµφανίζει κάτω όριο στην απόδοση λόγω της 

ύπαρξης του ICI, για το οποίο έγινε η θεώρηση προηγουµένως ότι είναι αµελητέο, κάτι το οποίο ισχύει 

σε περιορισµένο πεδίο τιµών του SNR. Ένας άλλος τρόπος αντιµετώπισης της απόκλισης συχνότητας 

είναι η προσαρµογή του φίλτρου του χρόνου σε συχνότητα Doppler ίση µε το άθροισµα 

0,max ,maxd df f f′ = + . Στο σχήµα φαίνεται ότι η απόδοση αυτής της µεθόδου είναι πολύ κοντά στην 

βέλτιστη, που δείχνει ότι εάν το φίλτρο στο πεδίο του χρόνου έχει εύρος ζώνης ,maxdf ′  ο αλγόριθµος 

εκτίµησης καναλιού είναι ικανός να δώσει εκτίµηση µε µικρή πτώση της απόδοσης. Από προσοµοιώσεις 

που δεν παρουσιάζονται στο κείµενο προέκυψε ότι αρκεί το εύρος ζώνης του φίλτρου να είναι της ίδιας 

τάξης µεγέθους µε την συχνότητα ,maxdf ′  ακόµα και αν δεν είναι ακριβώς γνωστή. Επιπλέον στο 

διάγραµµα παρουσιάζεται η εκτίµηση µε επεξεργασία σήµατος στην µία διάσταση, η οποία είναι 2,5 µε 

3dB χειρότερη. 

 

 
Σχήµα 6-19   Εκτίµηση καναλιού στις δύο διαστάσεις µε απόκλιση συχνότητας  

 
 

 
6.3.4    Χρήση γραµµική παρεµβολής στο πεδίο του χρόνου 
 

Στις περισσότερες εφαρµογές του OFDM το κανάλι µεταβάλλεται µε πολύ αργό ρυθµό. Με βάση 

αυτή την παρατήρηση είναι ενδιαφέρον να εξεταστεί η απόδοση µιας απλής µεθόδου παρεµβολής, όπως 
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είναι η γραµµική για την εκτίµηση του καναλιού µεταξύ διαδοχικών πιλοτικών OFDM συµβόλων. 

Θεωρώντας την κατανοµή πιλότων του σχήµατος 3-3-2, στο σχήµα 6-20-1 παρουσιάζεται η απόδοση της 

δισδιάστατης εκτίµησης καναλιού µε εφαρµογή γραµµικής παρεµβολής στο πεδίο του χρόνου 

συναρτήσει της απόστασης tN  των πιλοτικών OFDM συµβόλων. Για την εκτίµηση στο πεδίο της 

συχνότητας χρησιµοποιείται ένας από τους αλγόριθµους εκτίµησης καναλιού µε επεξεργασία σήµατος σε 

µία διάσταση που αναφέρθηκαν παραπάνω. Επιπλέον, για την ίδια κατανοµή πιλότων παρουσιάζεται και 

η εκτίµηση µε χρήση Wiener φίλτρου στο πεδίο του χρόνου για την περίπτωση όπου η εκτίµηση γίνεται 

µε την λήψη δύο διαδοχικών πιλοτικών OFDM συµβόλων ( tM N= ) ή τριών ( 2 tM N= ). Για κανάλι µε 
310,maxdf T −= , τιµή αρκετά µεγαλύτερη από την µέγιστη συχνότητα Doppler που θεωρείται σε πρακτικά 

συστήµατα (για το HIPERLAN/2 είναι 41,6 10,maxdf T −≈ ⋅  [30]) η χρήση γραµµικής παρεµβολής δίνει 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα ανεξάρτητα από το tN  (για το εύρος τιµών στο οποίο έγινε η 

προσοµοίωση). Το Wiener φίλτρο µε tM N=  έχει την ίδια απόδοση, ενώ για 2 tM N=  η βελτίωση δεν 

είναι ιδιαίτερα σηµαντική. Συνεπώς η χρήση γραµµικής παρεµβολής σε περιβάλλον αργά 

µεταβαλλόµενου καναλιού είναι ικανοποιητική από πλευράς απόδοσης και πολυπλοκότητας [27]. Για 
210,maxdf T −=  η αδυναµία της γραµµικής παρεµβολής είναι εµφανής, αλλά δεν είναι πολύ χειρότερη από 

την εκτίµηση Wiener φίλτρου µε tM N= . Η θεώρηση 2 tM N=  και στις δύο περιπτώσεις καναλιού δίνει 

καλύτερη εκτίµηση λόγω της περισσότερης πληροφορίας που έχει ο αλγόριθµος για το κανάλι.  
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Σχήµα 6-20  Χρήση γραµµικής παρεµβολής για την εκτίµηση καναλιού στο πεδίο του χρόνου 
 
 

Σηµειώνεται ότι η ελάττωση της απόδοσης του Wiener φίλτρου για 210,maxdf T −=  οφείλεται στην µη 

αποδοτική κατανοµή των πιλότων η οποία δίνει στον δισδιάστατο αλγόριθµο εκτίµησης καναλιού 

υπεραρκετή πληροφορία για το κανάλι στις στιγµές που αντιστοιχούν στα πιλοτικά OFDM σύµβολα και 

καµία πληροφορία για τις ενδιάµεσες. Στο σχήµα 6-20-2 εµφανίζεται η απόδοση της εκτίµησης των 

παραπάνω µεθόδων µε βάση το SER για κανάλι µε 210,maxdf T −= , από την οποία προκύπτει ότι για 4-
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QAM διαµόρφωση η χρήση γραµµικής παρεµβολής είναι επαρκής για την επίτευξη ποσοστού σφάλµατος 
310− . 

 
6.3.5   Ανάδραση 
 

Μειονέκτηµα της εκτίµησης καναλιού µε επεξεργασία σήµατος στις δύο διαστάσεις είναι η 

καθυστέρηση που προκαλεί στο σύστηµα εφόσον για την εφαρµογή της χρειάζεται ένας συγκεκριµένος 

αριθµός OFDM συµβόλων στον δέκτη. Σε συστήµατα µε συνεχή εκποµπή δεδοµένων µια τέτοια 

καθυστέρηση µπορεί να µην είναι αποδεκτή. Ένας τρόπος αντιµετώπισης του προβλήµατος είναι η 

εκτίµηση µε βάση την πληροφορία του καναλιού τις προηγούµενες χρονικές στιγµές και µόνο. Η πιο 

απλή υλοποίηση αυτής της διαδικασίας περιγράφηκε στην παράγραφο 5.5, όπου µε την θεώρηση ότι το 

κανάλι µεταβάλλεται µε αργό ρυθµό, για την εξίσωση του καναλιού την χρονική στιγµή m  

χρησιµοποιείται η εκτίµησή της χρονικής στιγµής 1m − . Στο σχήµα 6-21-1 φαίνεται η απόδοση της 

εφαρµογής του αλγορίθµου (d.d. καµπύλη στο σχήµα) για κανάλια µε 310,maxdf T −=  και 210,maxdf T −=  

όπου γίνεται περιοδική εκποµπή πιλοτικού OFDM συµβόλου κάθε 10tN =  σύµβολα (η κατανοµή των 

πιλότων είναι αυτή του σχήµατος 3-3-1). Η LS εκτίµηση της συχνοτικής απόκρισης των πιλοτικών 

συµβόλων βελτιώνεται µε µία από τις µεθόδους επεξεργασίας σήµατος που έχουν αναφερθεί παραπάνω. 

Φαίνεται ότι η εκτίµηση καναλιού µε αυτή την µέθοδο είναι ικανοποιητική για αργά µεταβαλλόµενο 

κανάλι και συγκεκριµένα η απόδοση του συστήµατος είναι χειρότερη από το ιδεατό κατά περίπου 1dB 

και 2,2dB για διαµόρφωση 4-QAM και 64-QAM αντίστοιχα. Για την περίπτωση γρήγορα 

µεταβαλλόµενου καναλιού η απόδοση παρουσιάζει κάτω όριο καθιστώντας την µέθοδο ανεπαρκή. Στο 

σχήµα φαίνεται η απόδοση του συστήµατος µε χρήση φίλτρων για βελτίωση της εκτίµησης (d.d. + filter). 

Για 310,maxdf T −=  η βελτίωση της απόδοσης είναι µικρή, ενώ για 210,maxdf T −=  η τιµή του κάτω ορίου 

πέφτει σε αρκετά µικρότερη τιµή. Για την περίπτωση 4-QAM διαµόρφωσης επιτυγχάνεται ποσοστό 

σφάλµατος 310−  µε κόστος 3,5 dB περισσότερή ισχύ από το ιδεατό σύστηµα. Συνεπώς η διαδικασία αυτή 

µπορεί να είναι επαρκής σε εφαρµογές µε χρήση διαµόρφωσης χαµηλής τάξης (BPSK, 4-QAM).  

Στο σχήµα 6-21-2 γίνεται σύγκριση µεταξύ των µεθόδων που περιγράφηκαν παραπάνω για εκτίµηση 

µε µηδενική καθυστέρηση και της εκτίµησης µε επεξεργασία σήµατος σε δύο διαστάσεις όπως 

παρουσιάστηκε στις προηγούµενες παραγράφους και η οποία προκαλεί καθυστέρηση στο σύστηµα. Για 

την ίδια κατανοµή πιλότων µε αυτή για την οποία προέκυψαν οι καµπύλες του σχήµατος 6-21-1 

( 1, 10f tN N= = ) είναι εµφανής η καλύτερη απόδοση που έχει η δισδιάστατη εκτίµηση η οποία κάνει 

χρήση δύο διαδοχικών πιλοτικών OFDM συµβόλων ( 11M = ), εφόσον η εκτίµηση βασίζεται 

αποκλειστικά σε πιλότους οπότε αποφεύγεται η εξάρτηση από τα ανιχνευµένα σύµβολα τα οποία πιθανόν 

να είναι λανθασµένα. Λόγω της µη αποδοτικής κατανοµής των πιλότων παρουσιάζεται κάτω όριο στην 

απόδοση το οποίο όµως µπορεί εύκολα να διορθωθεί µε χρήση διαφορετικής κατανοµής πιλότων 

( 5, 2f tN N= = ). 
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Σχήµα 6-21  Χρήση ανάδρασης για την εξίσωση καναλιού και βελτίωση της απόδοσης µε χρήση φίλτρων 
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Η εκτίµηση καναλιού εκτός από σηµαντική διαδικασία για την ανίχνευση των συµβόλων είναι και η 

πιο δύσκολη. Αυτό φαίνεται από την σύγκριση του προβλήµατος εκτίµησης καναλιού µε το πρόβληµα 

εκτίµησης της απόκλισης συχνότητας. Στην πρώτη περίπτωση το ζητούµενο είναι η εύρεση L  µιγαδικών 

αριθµών, όσα και τα σηµεία της διακριτής κρουστικής απόκρισης, ενώ στην δεύτερη περίπτωση 

άγνωστος είναι ένας πραγµατικός αριθµός. Η παρατήρηση αυτή δικαιολογεί την δυσκολία της εκτίµησης 

του καναλιού χωρίς χρήση πιλότων, σε αντίθεση µε την εκτίµηση της απόκλισης συχνότητας για την 

οποία έχουν προταθεί αρκετές µέθοδοι που δεν κάνουν χρήση πιλότων. 

Από τις διάφορες µεθόδους εκτίµησης καναλιού µε χρήση πιλότων η πιο απλή είναι η πολυωνυµική 

παρεµβολή. Από τις προσοµοιώσεις φάνηκε ότι τα αποτελέσµατα της εκτίµησης µε αυτή την µέθοδο δεν 

είναι ικανοποιητικά όσον αφορά την παρεµβολή στο πεδίο της συχνότητας, επειδή η συχνοτική απόκριση 

µεταβάλλεται έντονα µεταξύ διαδοχικών συχνοτήτων. Αντίθετα στο πεδίο του χρόνου η πολυωνυµική 

παρεµβολή δίνει καλά αποτελέσµατα σε συνθήκες όπου το κανάλι µεταβάλλεται αργά. 

Καλύτερη εκτίµηση δίνουν οι µέθοδοι επεξεργασίας σήµατος που βασίζονται στο πεπερασµένο 

φάσµα της συχνοτκής απόκρισης, που σηµαίνει πεπερασµένη διάρκεια κρουστικής και πεπερασµένη 

µέγιστη συχνότητα Doppler. Για την εκτίµηση καναλιού µε αυτές τις µεθόδους είναι απαραίτητο ο 

αριθµός των πιλότων στο πεδίο της συχνότητας να είναι µεγαλύτερος ή ίσος των σηµείων της κρουστικής 

απόκρισης. Ο περιορισµός αυτός προκύπτει από το θεώρηµα δειγµατοληψίας και από την παρατήρηση 

ότι η συχνοτική απόκριση αποτελεί γραµµικό µετασχηµατισµό των L  αγνώστων σηµείων της 

κρουστικής απόκρισης άρα απαιτούνται τουλάχιστον L  εξισώσεις για την εύρεσή τους. Αντίστοιχος 

περιορισµός υπάρχει και για την κατανοµή των πιλότων στο πεδίο του χρόνου.  

Όπως φάνηκε από την ανάλυση η γνώση της διάρκειας του καναλιού είναι πολύ σηµαντική στην 

βελτίωση της εκτίµησης. Εάν ο αριθµός L  των σηµείων της διακριτής κρουστικής απόκρισης είναι 

γνωστός, τότε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης είναι L N  φορές µικρότερο από την απλή 

εκτίµηση ελαχίστων τετραγώνων, που µε βάση το ποσοστό λανθασµένης εκτίµησης συµβόλων (SER) 

σηµαίνει κέρδος τουλάχιστον 1 dB σε συνθήκες όπου η κρουστική απόκριση είναι µεγάλης διάρκειας σε 

σχέση µε την διάρκεια του OFDM συµβόλου. Προφανώς όσο µικρότερο είναι το L  τόσο µεγαλύτερο 

ποσοστό του θορύβου µπορεί να αποκοπεί, κάτι που φανερώνει ότι η χρήση µεγάλου N  του συστήµατος 

είναι επιθυµητή. Επιπλέον η χρήση του κυκλικού προθέµατος στο OFDM επιτρέπει την εκτίµηση της 

άγνωστης διάρκειας της κρουστικής ως ίσης µε cpN , τιµή που δεν απέχει πολύ από το L  εφόσον 
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θεωρείται ότι το σύστηµα είναι σχεδιασµένο ώστε το κυκλικό πρόθεµα να είναι µεγαλύτερο του L  και 

ταυτόχρονα όσο το δυνατόν µικρότερο για εξοικονόµηση ενέργειας και εύρους ζώνης.. 

Η βέλτιστη εκτίµηση είναι η MMSE εκτίµηση για την επίτευξη της οποίας είναι απαραίτητη η γνώση 

της στατιστικής καναλιού και θορύβου. Για το απλό µοντέλο καναλιού που θεωρήθηκε στο κείµενο αυτό 

σηµαίνει γνώση των µεγεθών RMSl  και SNR. Σε ένα πιο ρεαλιστικό µοντέλο καναλιού, όπου τα σηµεία 

του σχετίζονται µεταξύ τους, και η κατανοµή της ισχύος είναι πιο πολύπλοκη από την εκθετική, η γνώση 

των παραµέτρων που χρειάζονται για την πραγµατοποίηση MMSE εκτίµησης είναι πρακτικά αδύνατη. 

Το θέµα της προσαρµογής του Wiener φίλτρου σε άγνωστη στατιστική καναλιού και θορύβου 

εξετάστηκε εκτενώς στην ανάλυση και στις προσοµοιώσεις. Όσον αφορά την εκτίµηση στην διάσταση 

της συχνότητας, η προσαρµογή στις χειρότερες δυνατές συνθήκες εγγυάται εκτίµηση για όλες τις 

συνθήκες. Τότε όµως η εκτίµηση είναι αντίστοιχη µε αυτή ενός απλού φίλτρου που κάνει χρήση της 

γνώσης της µέγιστης διάρκειας της κρουστικής του οποίου η απόδοση είναι ανεξάρτητη της στατιστικής 

καναλιού και θορύβου. Επιπλέον, για τα κανάλια που θεωρήθηκαν στο κείµενο, ακόµα και στην 

περίπτωση της γνώσης των παραµέτρων RMSl  και SNR η απόδοση της MMSE εκτίµησης είναι αισθητά 

καλύτερη µόνο για µικρές τιµές του SNR. Οι παρατηρήσεις αυτές οδηγούν στο συµπέρασµα ότι η χρήση 

απλού φίλτρου είναι ικανοποιητική, αφενός επειδή η απόδοση του Wiener φίλτρου δεν δίνει µεγάλο 

κέρδος, αφετέρου επειδή στην πράξη η τέλεια γνώση των παραµέτρων του καναλιού είναι αδύνατη. Στο 

ίδιο συµπέρασµα οδηγεί και η σύγκριση της εκτίµησης του IDFT-DFT φίλτρου µε την χρήση του 

αλγόριθµου NLMS.  

Πολύ σηµαντική είναι η παρατήρηση ότι η προσαρµογή του φίλτρου στο πεδίο του χρόνου στην 

µεταβολή που περιγράφεται από την σχέση (2.26) δίνει καλύτερα αποτελέσµατα από την θεώρηση της 

πραγµατικής µεταβολής στην περίπτωση που η εκτίµηση της µέγιστης συχνότητας Doppler είναι 

λανθασµένη. Σε περίπτωση που υπάρχει και απόκλιση συχνότητας η εφαρµογή φίλτρου στο πεδίο του 

χρόνου κατάλληλου εύρους ζώνης µειώνει αρκετά την επίδρασή του 

Με στόχο την µείωση της πολυπλοκότητας της εκτίµησης εξετάστηκαν ορισµένες απλοποιήσεις του 

Wiener φίλτρου όπως είναι η απλοποίηση µε χρήση των µετασχηµατισµών IFFT-FFT και SVD. Η 

βασική διαφορά των δύο προσεγγίσεων είναι ότι η πρώτη βασίζεται στην θεώρηση της περιγραφής του 

καναλιού από L N<  σηµεία, ενώ η δεύτερη είναι γενικότερη. Στην περίπτωση που αυτό ισχύει ο 

µετασχηµατισµός SVD συµπίπτει µε τον DFT. Και οι δύο µέθοδοι έχουν µικρότερη πολυπλοκότητα από 

το Wiener φίλτρο χωρίς µείωση της ακρίβειας της εκτίµησης. Από την ανάλυση προέκυψε ότι η χρήση 

των µετασχηµατισµών IFFT-FFT για την MMSE εκτίµηση του καναλιού είναι η µέθοδος µε την 

µικρότερη πολυπλοκότητα από όλες τις άλλες, αλλά µε αδυναµία εφαρµογής της σε συστήµατα µε 

αδιαµόρφωτες υπο-φέρουσες. Η µέθοδος που κάνει χρήση του µετασχηµατισµού SVD αν και είναι πιο 

πολύπλοκη µπορεί να εφαρµοστεί σε συστήµατα µε αδιαµόρφωτες υπο-φέρουσες και επιπλέον εφόσον 

δεν στηρίζεται στην παραδοχή της περιγραφής του καναλιού από πεπερασµένο αριθµό σηµείων µπορεί 

να εφαρµοστεί και για την απλοποίηση φίλτρων που εφαρµόζονται στο πεδίο του χρόνου.  
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Μέχρι σήµερα το OFDM έχει εφαρµοσθεί µόνο σε συνθήκες όπου το κανάλι είναι τόσο αργά 

µεταβαλλόµενο ώστε να θεωρείται σε πολύ καλή προσέγγιση ως στατικό για έναν µεγάλο αριθµό 

διαδοχικών συµβόλων. Σε αυτές τις συνθήκες η εκτίµηση καναλιού µε χρήση ενός µόνο πιλοτικού 

OFDM συµβόλου και εφαρµογή αλγόριθµου εκτίµησης καναλιού µε επεξεργασία σήµατος σε µία 

διάσταση είναι ικανοποιητική. Η δυσκολία στην εκτίµηση καναλιού εµφανίζεται όταν το κανάλι 

µεταβάλλεται γρήγορα. Σε µία τέτοια περίπτωση για να έχει η εκτίµηση ικανοποιητικά αποτελέσµατα και 

ο αριθµός των πιλότων να µην είναι υπερβολικά µεγάλος, γίνεται χρήση των αλγόριθµων επεξεργασίας 

σήµατος σε δύο διαστάσεις, οι οποίοι αποτελούν γενίκευση των προηγουµένων. Εφόσον θεωρείται ότι η 

µεταβολή του καναλιού είναι ανεξάρτητη ανάµεσα στα πεδία του χρόνου και της συχνότητας το 

δισδιάστατο πρόβληµα µπορεί να χωρισθεί σε δύο µονοδιάστατα µειώνοντας έτσι κατά πολύ και την 

πολυπλοκότητα της εκτίµησης. Γενικά η εκτίµηση µε αυτές τις µεθόδους δίνει ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα µε µειονέκτηµα την µεγαλύτερη πολυπλοκότητα, την χρονική καθυστέρηση που 

προκαλείται στο σύστηµα και την χρήση µεγαλύτερης µνήµης για την προσωρινή αποθήκευση των 

OFDM συµβόλων. Μία µέθοδος που δεν προκαλεί καθυστέρηση στο σύστηµα είναι η χρήση ανάδρασης 

σε συνδυασµό µε φίλτρα στο πεδίο του χρόνου που χρησιµοποιούν την εκτίµηση του καναλιού 

προηγούµενων χρονικών στιγµών. Η µέθοδος αυτή είναι ικανοποιητική κυρίων σε σχετικά αργά 

µεταβαλλόµενα κανάλια.  

Στην βιβλιογραφία η εκτίµηση καναλιού σε OFDM σύστηµα έχει µελετηθεί εκτεταµένα αλλά σχεδόν 

πάντα µε την θεώρηση τέλειου συγχρονισµού µεταξύ ποµπού και δέκτη. Στην πράξη κάτι τέτοιο δεν είναι 

εφικτό µε αποτέλεσµα η παρουσία απόκλισης συχνότητας και θορύβου φάσης να κάνει το πρόβληµα 

αρκετά διαφορετικό και δυσκολότερο. Η ταυτόχρονη εκτίµηση όλων αυτών των παραµέτρων είναι ένα 

θέµα που δεν έχει εξεταστεί εκτεταµένα.  
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